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ΘΕΜΑ 1ο  

Έστω f συνάρτηση συνεχής στο  η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0,4) και 

ισχύουν: f(2)=-2, f'(2)=0 και (f'(x)

0,4⎡⎣ ⎤⎦
2+f(x)f"(x)=-1  (1) για κάθε x∈(0,4). 

α. Να δείξετε ότι f(x)<0 για κάθε x∈(0,4). 

β. Να δείξετε ότι ο τύπος της f είναι: f(x)= - 24x x−  

γ. Να βρείτε το εμβαδόν του χώρου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f, την 

εφαπτομένη της Cf στο σημείο (3, f(3)) και τους ημιάξονες Ox και Oψ'.  

 

ΘΕΜΑ 2ο  

Έστω f  η συνάρτηση δυο φορές παραγωγίσιμη στο R με f(1)=-4 και f(19)=8. αν οι 

εφαπτόμενες στη γραφική παράσταση της f στα σημεία Α(1, -4) και Β(19, 8) είναι 

παράλληλες στον άξονα x'x να δείξετε ότι:  

α. Υπάρχουν ρ1, ρ2 ∈(1, 19) τέτοια ώστε: 
1 2

1 1
3

ρ '(ρ ) ρ '(ρ )
+ = . 

β. Υπάρχει ξ ∈(1, 19) τέτοιο ώστε: f"(ξ)=(f '(ξ))2.  

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  

ΘΕΜΑ 1ο  

α. Η f είναι συνεχής στο (0,4) και f(x)≠ 0 για κάθε x∈(0,4) επειδή αν υπάρχει ρ∈(0,4) ώστε 

f(ρ)=0 από την (1) έχουμε: (f '(ρ))2+f(ρ)f "(ρ)=-1⇒  άτοπο. Άρα η f διατηρεί 

πρόσημο στο (0,4) και επειδή f(2)=-2<0 ισχύει f(x)<0 για κάθε x

2(f '(ρ)) 1= −

∈(0,4). 

 

β. Ισχύει: (f '(x))2+f(x)f '(x)=-1 για κάθε x∈(0,4), δηλαδή (f(x)f '(x))'=(-x)' για κάθε x∈(0,4). 

Άρα υπάρχει C1∈R ώστε: f(x)f '(x)=-x+C1 για κάθε x∈(0,4).  

Για x=2: f(2)f '(2)=-2+4 0=-2+C⇒ 1⇒  C1=2.  

Άρα f(x)f '(x)=-x+2 2f(x)f '(x)=-2x+4 άρα (f⇒ 2(x))'=(-x2+4x)' για κάθε x∈(0,4). 

Άρα υπάρχει C2∈R ώστε: f2(x)=4x-x2+C2 για κάθε x∈(0,4).  

Για x=2: f2(2)=8-4+C2⇒4=4+ C2⇒  C2=0.  

Άρα f2(x)=4x-x2 για κάθε x∈(0,4) και επειδή f(x)<0 ισχύει: f(x)=- 24x x− , x∈(0,4). 

H f είναι συνεχής στο 0 και στο 4 άρα f(0)= 
x 0
lim f(x) 0

+→
=  και f(4)= . 

x 4
lim f(x) 0

−→
=

Τελικά f(x)=- 24x x− , x∈ .  0,4⎡ ⎤⎣ ⎦
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γ. Η γραφική παράσταση της F έχει εξίσωση  

ψ=f(x)⇒ψ=- 24x x−
2 2 2 2 2 2ψ 4x x x 4x 4 ψ 4 (x 2) 4 2
ψ 0 ψ 0 ψ 0

⎧ ⎫ ⎫= − − + + = − + =
⇒ ⇒ ⇒⎨ ⎬ ⎬

≤ ≤ ≤⎩ ⎭ ⎭

2⎫
⎬
⎭

 

Άρα η γραφική παράσταση της f είναι ημικύκλιο με κέντρο Κ(2, 0) ακτίνα ρ=2 και ψ 0≤ . 

2

x 2
f '(x)

4x x

−
=

−
 άρα 

1 3
f '  (3) , f(3) 3.

33
= = = −

Άρα η εφαπτομένη στη γραφική παράσταση της f στο σημείο (3, f(3) έχει εξίσωση: 

3 3
ψ 3 (x 3) ψ= x 2 3

3 3
+ = − ⇒ − (ε).  

Η ευθεία (ε) τέμνει τον Ox στο Α(6, 0) και τον οψ' στο (0, -2 3) .  

Άρα το εμβαδόν του χωρίου Ε=Ετριγ(ΟΑΒ)-Εημικυκλίου= 21 1 1 1
(OA)(OB) πρ 6 2 2 π 4 =

2 2 2 2
− = ⋅ − ⋅  

6 2 2π= 2(3 2 π)− − τ.μ. 

 

Α

Β

Ο

 

 

ΘΕΜΑ 2ο  

α. Η f είναι συνεχής στο 1,19⎡ ⎤⎣ ⎦ και f(1)≠ f(19) επειδή -4≠ 8. Το 2∈(-4, 8) άρα από θεώρημα 

ενδιάμεσων τιμών υπάρχει ρ∈(1, 19) ώστε f(ρ)=2.  

Η f είναι συνεχής στο ⎡⎣  και παραγωγίσιμη στο (1, ρ) άρα από το θεώρημα της μέσης 

τιμής υπάρχει ρ

1,ρ⎤⎦

1∈(1, ρ) ώστε:  1 1

f(ρ) f(1) 2 4
f '(ρ ) f '(ρ )

ρ -1 ρ -1
− +

= ⇒ =  άρα 
1

1 ρ -1
f '(ρ ) 6

=  (1).  

Όμοια υπάρχει ρ2∈(ρ,19) ώστε: 2 2

f(19) f(ρ) 8
f '(ρ ) f '(ρ )

19 - ρ 19 - ρ
2− −

= ⇒ =  άρα 
2

1 19 - ρ
f '(ρ ) 6

= (2).  
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Από (1) και (2): 
1 2

1 1 19 ρ+ρ -1 18
3

f '(ρ ) f '(ρ ) 6 6
−

+ = = = .  

 

β. Ισχύει: f '(1)=f '(19)=0 

Έστω συνάρτηση g(x)=f '(x)e-f(x) 

Η g είναι συνεχής στο . 1,19⎡ ⎤⎣ ⎦

Η g είναι παραγωγίσιμη στο (1, 19) και g'(x)=f "(x)e-f(x)-f '(x)e-f(x)f '(x)=e-f(x)(f "(x)-(f '(x')2)) 

g(1)=f '(1)e-f(1)=0 και g(19)=f '(19)e-f(19)=0 δηλαδή g(1)=g(19).  

Άρα από Θ. Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(1, 19) τέτοιο ώστε: 

g'(ξ)=0 .  2 2f "(ξ) (f '(ξ)) 0 f "(ξ) = (f '(ξ))⇒ − = ⇒
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