
 - 1 -

ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΤΕΡΕΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ – 3 ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  

∆ΙΚΑΙΟΛΟΓΗΣΗΣ 

1
η  

ΕΡΩΤΗΣΗ 

Ένας µαθητής της  ∆΄ Γυµνασίου του πρακτικού τµήµατος στη δεκαετία 

του  ’70  δεν έχει  γεωµετρικά  όργανα και στο αιφνίδιο διαγώνισµα 

Γεωµετρίας χρειάζεται να σχεδιάσει κύκλους διαφορετικών ακτίνων. Για 

καλή του τύχη στα κέρµατα που έχει µαζί του υπάρχουν και δύο 

δεκάρες (για τους νεώτερους: 1 δεκάρα =
1

10
της δραχµής).Κρατάει 

ακίνητη τη µία δεκάρα κέντρου Κ1 και θέτει τη µύτη ενός στυλό στη 

µικρή οπή που έχει  στο κέντρο του το άλλο µικρής αξίας –αλλά 

πολύτιµο για την περίσταση- νόµισµα,η δεκάρα κέντρου Κ2.  

Μετατοπίζει µε τη βοήθεια  του στυλό τη δεκάρα  κέντρου Κ2 έτσι ώστε αυτή να κυλίεται 

χωρίς να ολισθαίνει στην περιφέρεια της πρώτης ακίνητης δεκάρας κέντρου Κ1.Θεωρούµε ότι  

η µύτη του στυλό διαγράφει την  περιφέρεια  κύκλου που αντιστοιχεί  στις διαδοχικές θέσεις 

του  κέντρου Κ2 της κινούµενης δεκάρας. Όταν η κινούµενη δεκάρα  θα έχει εκτελέσει Ν1 

περιστροφές γύρω από το κέντρο Κ1 της ακίνητης δεκάρας, οι περιστροφές Ν2 που θα έχει 

εκτελέσει γύρω από άξονα κάθετο σ’ αυτήν που διέρχεται το κέντρο της Κ2  θα είναι: 

A1. α. Ν2 = Ν1        β. Ν2 =2 Ν1     γ. Ν2 = 
1

2
Ν1 

Α2.Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

2
η  

ΕΡΩΤΗΣΗ 

∆ύο όµοιοι τροχοί ακτίνας R έχουν τυλιγµένο στην 

περιφέρειά τους οµογενή και ισοπαχή ιµάντα µικρού 

πάχους µάζας m. Το σύστηµα τροχοί – ιµάντας βρίσκεται 

πάνω σε οριζόντιο επίπεδο. Οι τροχοί κυλίονται χωρίς να 

ολισθαίνουν µε ταχύτητα µέτρου υ. Αν η ροπή αδρανείας 

σώµατος µάζας m που έχει τη µορφή περιφέρειας κύκλου 

µικρού πάχους ακτίνας R ως προς  άξονα  κάθετο προς αυτό που διέρχεται από το κέντρο 

του κύκλου  είναι  Ι=mR2 , η κινητική ενέργεια του ιµάντα είναι : 

Β1. α. K= 
1

2
mυ2

    β. K=  2 mυ2
    γ. K= mυ2

     

Β2.Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

 

 

Κ1 

Κ2 
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3
η  

ΕΡΩΤΗΣΗ 

Οµογενής  ράβδος  ΟΑ µάζας m και µήκους l  µπορεί να στρέφεται περί το 

σταθερό άκρο της Ο. Αρχικά η ράβδος ισορροπεί στην κατακόρυφη θέση. H 

ράβδος στρέφεται και φθάνει στην οριζόντια θέση.Για τη µετατόπιση αυτή το 

έργο W
wτ

 της  ροπής της δύναµης του βάρους είναι: 

Γ1. α. W
wτ

=  - mg 
2

l
  β.  W

wτ
 =  - mg l      γ.  W

wτ
= 0   

Γ2.Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

A1 . β 

Α2. Η δεκάρα κέντρου Κ2 κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει στην 

περιφέρεια της δεκάρας κέντρου Κ1 ,άρα για την ταχύτητα 

του εκάστοτε σηµείου επαφής Α της κυλιόµενης δεκάρας µε 

την ακίνητη ισχύει υΑ=0 και για  τα µέτρα των ταχυτήτων  

έχουµε: υcm =υΠ (1) όπου υcm = το µέτρο  της ταχύτητας του 

κέντρου µάζας της κυλιόµενης δεκάρας και υΠ = το µέτρο  

της  γραµµικής ταχύτητας των σηµείων της περιφέρειας της 

κυλιόµενης δεκάρας  λόγω της στροφικής της κίνησης. Από 

την (1): 

µ π
s s
=
t t

) )

 όπου 
µ
s
)

= το τόξο που διανύει το κέντρο K2 σε χρόνο t, λόγω της µεταφορικής του 

κίνησης  η οποία είναι κυκλική ακτίνας 2R 

και 
π
s
)

= το τόξο που διανύει το εκάστοτε σηµείο επαφής Α της κυλιόµενης δεκάρας  µε την 

ακίνητη δεκάρα στον ίδιο χρόνο t.Άρα 
µ
s
)

= 
π
s
)

 (2). Από (2)⇒Ν12π2R = N22πR⇒  N2=2Ν1. 

Β1. γ 

Β2. Επειδή οι τροχοί κυλίονται χωρίς να ολισθαίνουν 

µε ταχύτητα µέτρου υ, η γραµµική ταχύτητα των 

σηµείων των περιφερειών τους λόγω της στροφικής 

τους κίνησης υΠ έχει το ίδιο µέτρο µε την ταχύτητα υ 

των κέντρων µάζας τους δηλαδή υΠ=υ. Για τα σηµεία 

τους Α και ∆ ισχύει υΑ=υ∆=0 (1).Αντίστοιχα για τα  

ανώτερα σηµεία τους Β και Γ ισχύει υΒ= υΓ =2υ(2). 

Επειδή ο ιµάντας είναι οµογενής  λόγω συµµετρίας ισχύει ότι mΑΒ=mΓ∆ (1) και mΒΓ=m∆Α (2) 

όπου: mΑΒ,mΒΓ,mΓ∆ και m∆Α οι µάζες των τµηµάτων ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α αντίστοιχα του ιµάντα. 

Το τµήµα ΑΒ του ιµάντα  εκτελεί µεταφορική και  στροφική κίνηση και έχει κινητική ενέργεια  :               

Ο 

Α 

υcm 

Α 

υcm 

ω
→

 

υΠ 

Κ

Κ

Α ∆ 

Γ Β 

Κ Κ

υΒ=2υ υΓ=2υ 

υ υ 

υ υ υΠ υΠ 
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ΚΑΒ = 
1

2
mΑΒυ2 +

1

2
ΙΑΒ ω2 ⇒  ΚΑΒ = 

1

2
mΑΒυ2 +

1

2
mΑΒR2 ω2⇒  ΚΑΒ = mΑΒυ2 (3) διότι για το µέτρο 

της γραµµικής ταχύτητας υπ των σηµείων του ιµάντα που λόγω της επαφής τους µε τους 

τροχούς συµµετέχουν στην  περιστροφική κίνηση των τροχών,  ισχύει υπ =ωR=υ. 

Αντίστοιχα λόγω συµµετρίας  το τµήµα ∆Α έχει κινητική ενέργεια ΚΓ∆=mΓ∆υ2(4) 

Το  τµήµα  ∆Α  είναι ακίνητο λόγω της (1),άρα Κ∆Α =0 (5) 

Το  τµήµα  ΒΓ εκτελεί µόνο µεταφορική κίνηση και έχει κινητική ενέργεια  

ΚΒΓ =
1

2
 mΒΓ (2υ)2 ⇒  ΚΒΓ = 2mΒΓ υ

2 (6) 

Η ολική κινητική ενέργεια του ιµάντα είναι Κ= ΚΑΒ + ΚΒΓ + ΚΓ∆ + Κ∆Α 
(3),(4)

(5),(6)
⇒                       

Κ =(mΑΒ + 2mΒΓ + mΓ∆)υ2
(2)

⇒  Κ=( mΑΒ + mΒΓ + mΓ∆ + m∆Α ) υ2⇒  Κ=m υ2.  

Γ1. α 

Γ2. 

1ος Τρόπος 

Η ροπή  του βάρους τW σε τυχαία θέση που η ράβδος έχει στραφεί 

κατά γωνία φ̂  σε σχέση µε την αρχική της κατακόρυφη διεύθυνση, 

είναι  τW= mg(Ο∆)⇒  τW= mg(ΚΓ)⇒ τW= mg
2

l
ηµφ̂ , δηλαδή 

πρόκειται για ροπή µεταβλητού µέτρου (ηµιτονοειδούς µορφής).Το 

στοιχειώδες  έργο της ροπής του βάρους  για στροφή της ράβδου 

κατά dφ  είναι 
WτdW = - mg

2

l
ηµφ̂ dφ όπου το πρόσηµο (-) οφείλεται 

στο ότι η δύναµη του βάρους αντιτίθεται στην στροφική κίνηση της 

ράβδου για γωνίες περιστροφής φ̂  από 0 έως π (0<φ̂ <π).Το έργο 

της ροπής του βάρους υπολογίζεται ως το εµβαδόν που 

περικλείεται µεταξύ της ηµιτονοειδούς καµπύλης και του άξονα 

<<των φ>> µε υπολογισµό του αντίστοιχου ορισµένου 

ολοκληρώµατος:  
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l  

WτW  



 - 4 -

W
wτ

=-

π

2

0

mg ηµφ dφ
2∫
l

⇒  W
wτ

=-
l

mg
2 ∫

π

2

0

ηµφ dφ ⇒   W
wτ

=
l

-mg
2
  

π

2
0

-συνφ  

⇒ W
wτ

= 
l

-mg
2

 

2ος Τρόπος 

Το έργο της ροπής του βάρους W
wτ

 κατά τη στροφική κίνηση της ράβδου είναι το έργο της 

δύναµης του βάρους WW. Η δύναµη του βάρους W είναι δύναµη σταθερής κατεύθυνσης και 

µέτρου και µετατοπίζει το σηµείο εφαρµογής της σε καµπύλη τροχιά. Αποδεικνύεται ότι το 

µέτρο του έργου µίας δύναµης µε αυτά τα χαρακτηριστικά ισούται:   µε το γινόµενο του 

µέτρου της δύναµης και της προβολής  της καµπύλης τροχιάς πάνω στη διεύθυνση 

του φορέα της δύναµης. Το πρόσηµο της αριθµητικής τιµής του έργου είναι αντίστοιχα 

θετικό ή αρνητικό όταν η δύναµη έχει τη φορά της κίνησης του σώµατος στο οποίο 

ασκείται η δύναµη ή αντιτίθεται σ’ αυτήν. Άρα W
wτ

= WW = - mg(ΚΟ) ⇒ W
wτ

= -
l

mg
2

 

3ος Τρόπος 

Το έργο της ροπής του βάρουςW
wτ

 κατά τη στροφική κίνηση της ράβδου είναι το έργο της 

δύναµης του βάρους WW.Το βάρος W όµως είναι µία συντηρητική δύναµη και το έργο της 

δίνεται  εξ ορισµού από τη σχέση         WW =UΑΡΧ –UΤΕΛ  (1).Ορίζουµε ως επίπεδο αναφοράς 

για τη µέτρηση της ∆υναµικής Ενέργειας βαρυτικού πεδίου το οριζόντιο επίπεδο που 

διέρχεται από τη θέση Κ του κέντρου µάζας  της  ράβδου στην αρχική της (κατακόρυφη) 

θέση,άρα UΑΡΧ =0 και από τη σχέση (1): WW = – 
l

mg
2

. 

Σχόλιο 

Οι τρεις τρόποι παρατίθενται για να καταδειχθεί ότι στην περίπτωση που η δύναµη της 
οποίας ζητείται το έργο της ροπής της είναι συντηρητική, προτιµάται προφανώς ο 3ος 
Τρόπος, ακόµα και σε εφαρµογές του Θεωρήµατος Έργου- Ενέργειας σε στροφική κίνηση 
όπου αν και αναφερόµαστε σε έργα ροπών δυνάµεων,  στις συντηρητικές δυνάµεις η 
διαδικασία απλοποιείται µε εφαρµογή του ορισµού του έργου συντηρητικής δύναµης. Αν η 
δύναµη ∆ΕΝ είναι συντηρητική, µετατοπίζει το σηµείο εφαρµογής της σε καµπύλη τροχιά και 
η ροπή της είναι µεταβλητού µέτρου, κατ’ ανάγκη χρησιµοποιούµε το 2ο Τρόπο.                                                            

Ο 1ος Τρόπος είναι η γενίκευση  και χρησιµοποιείται όταν το µέτρο της ροπής της δύναµης  

δεν είναι  σταθερό είτε επειδή η δύναµη είναι µεταβλητού µέτρου είτε επειδή µεταβάλλεται ο 

µοχλοβραχίονάς της. Αν  το µέτρο της  ροπής είναι γραµµική συνάρτηση της γωνίας: 

τ=αφ̂ +β (π.χ. µια τέτοια ροπή προκύπτει από δύναµη F µε µέτρο F=10π-20φ (S.I) όπου     

φ= η γωνία στροφής του σώµατος που ασκείται κάθετα σε κάποιο σηµείο στρεφόµενης 

ράβδου άρα έχει σταθερό µοχλοβραχίονα) όπου α και β σταθερές τότε ο υπολογισµός του 

έργου της ροπής γίνεται  εύκολα µε υπολογισµό του εµβαδού του αντίστοιχου χωρίου.  

Ξ.ΣΤΕΡΓΙΑ∆ΗΣ                                                  


