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ΣΤΡΕΦΟΜΕΝΟΙ ∆ΙΣΚΟΙ & ΠΕΡΙ ΣΤΡΟΦΟΡΜΗΣ 
 
Ένας οµογενής και συµπαγής δίσκος µάζας m και ακτίνας R=0,2m 
στρέφεται γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το 
κέντρο του Ο µε γωνιακή ταχύτητα µέτρου ω0=1000 rad/sec. Ένας 
δεύτερος οµογενής και συµπαγής δίσκος από το ίδιο υλικό έχει το ίδιο 
πάχος µε το πρώτο και διπλάσια ακτίνα. Αυτός ο δεύτερος δίσκος 
µπορεί να περιστρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα που διέρχεται 
από το κέντρο του Ο'. Κάποια στιγµή ο δεύτερος δίσκος που αρχικά 
δε στρέφεται φέρεται σε επαφή µε τον πρώτο δίσκο και ταυτόχρονα 
ο άξονας περιστροφής του συγκρατείται σταθερός ώστε να µην 
µπορεί να µετατοπιστεί. Μεταξύ των δύο δίσκων υπάρχει 
συντελεστής τριβής µ=0,2. Θεωρώντας αµελητέα την κατακόρυφη 
συνιστώσα της δύναµης του άξονα στο δίσκο κέντρου Ο', να 
υπολογιστούν:  
α. Οι γωνιακές επιταχύνσεις αγων και α'γων των δύο δίσκων αντίστοιχα. 
β. Ο χρόνος στον οποίο οι δύο δίσκοι θα αποκτήσουν σταθερές γωνιακές ταχύτητες. 
γ. Οι (σταθερές) γωνιακές ταχύτητες ω και ω' που θα αποκτήσουν τελικά οι δύο δίσκοι. 
δ. Η µεταβολή της στροφορµής του συστήµατος των δύο δίσκων, αν η µάζα του δίσκου κέντρου 
Ο είναι m=1kg.    
∆ίνονται η ροπή αδρανείας δίσκου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας του και είναι 

κάθετος σ' αυτόν Ι= 
1

2
 mr2 και g=10m/s2 

 
ΛΥΣΗ 
α. Για τις µάζες m και m' των δίσκων µε κέντρα Ο και Ο' αντίστοιχα 
έχουµε: m=d V⇒m=d π R2 h και m'= d V'⇒m=d π (2R)2 h, όπου 
d= η πυκνότητα των δίσκων και h= το πάχος τους. Με διαίρεση 

κατά µέλη έχουµε: 
m 1

m' 4m
m' 4

= ⇒ =   (1). 

Όταν οι δύο δίσκοι έρθουν σε επαφή δέχονται την επίδραση των 
εξής δυνάµεων: στον αρχικά στρεφόµενο δίσκο κέντρου Ο 

ασκούνται η δύναµη του βάρους του W
→

, η κάθετη αντίδραση N
→

 

από τον δίσκο κέντρου Ο', η δύναµη F
→
 από τον άξονα και 

σύµφωνα µε τη φορά περιστροφής που θεωρήσαµε στο σχήµα γι' 

αυτόν η δύναµη τριβής ολίσθησης T
→

 µε φορά προς τα αριστερά 
στο σηµείο επαφής του Σ µε τον δίσκο κέντρου Ο'. 

Στον δίσκο κέντρου Ο' ασκούνται η δύναµη του βάρους του W '
→

, η κάθετη αντίδραση N'
→

 από το 

δίσκο κέντρου Ο, η οριζόντια δύναµη 'F
→

 από τον άξονα και η τριβή ολίσθησης T '
→

 µε φορά προς 
τα δεξιά  στο σηµείο επαφής του Σ' µε τον δίσκο κέντρου Ο. 

Για τις εσωτερικές δυνάµεις του συστήµατος των δύο δίσκων ισχύει N
→

= -N'
→

 και  T
→
= - T '

→
 και 

επειδή  ο δίσκος κέντρου Ο' δεν κινείται στην κατακόρυφη διεύθυνση W '
→
= -N'

→
⇒Ν'=W'

(1)

⇒  
N'=Ν=4mg  (2).  
Εφαρµόζουµε τον Θ.Ν.Μ για την στροφική κίνηση του αρχικά στρεφόµενου  δίσκου κέντρου Ο και 

για τα µέτρα των διανυσµατικών µεγεθών έχουµε: Στ(Ο)=Ι(Ο)αγων⇒ΤR=
1

2
mR2 αγων⇒  
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 µΝ=
1

2
mR αγων

(2)

⇒  µ4mg=
1

2
mRαγων⇒  αγων=

8µg

R
 ⇒  αγων=80rad/s2  (3).  

Εφαρµόζουµε τον Θ.Ν.Μ για την στροφική κίνηση του αρχικά ακίνητου κυλίνδρου κέντρου Ο' και 
για τα µέτρα των διανυσµατικών µεγεθών έχουµε: 

 Στ(Ο')=Ι(Ο')α'γων⇒Τ'2R=
1

2
4m4R2α'γων⇒µΝ'=4mRα'γων

(2)

⇒µ4mg=4mRα'γων⇒  

α'γων=
µg

R
⇒  α'γων=10rad/s2  (4).  

β. Όπως προκύπτει από τις σχέσεις (3) και (4) οι γωνιακές επιταχύνσεις αγων και α'γων είναι 
σταθερές. Άρα ο δίσκος κέντρου (Ο) εκτελεί οµαλά µεταβαλλόµενη (επιβραδυνόµενη) στροφική 
κίνηση και ο δίσκος κέντρου (Ο') εκτελεί οµαλά µεταβαλλόµενη (επιταχυνόµενη) στροφική κίνηση. 
Οι δύο δίσκοι θα αποκτήσουν σταθερές γωνιακές ταχύτητες όταν δεν ολισθαίνουν ο ένας ως προς 

τον άλλον δηλαδή τα σηµεία επαφής τους Σ και Σ' έχουν την ίδια γραµµική ταχύτητα ⇒υΣ=υΣ'⇒  

ωR=ω'2R⇒ω0-αγωνt=2α'γωνt 
(3)

(4)
⇒  ω0-

8µg

R
t=2

µg

R
t⇒ω0= 0ω R10µgt

t t
R 10µg

⇒ = ⇒ =
1000 0,2

10 0,2 10

⋅

⋅ ⋅
 

t 10s⇒ =  (5). 

γ. Για τον δίσκο κέντρου Ο: ω=ω0-αγωνt
(5)

0
0

(3)

ω R8µg
ω ω

R 10µg
⇒ = − ⇒ 0ω

ω 200 rad / s
5

= = . 

Για τον δίσκο κέντρου Ο': ω=α'γωνt
(5)

0

(4)

ω Rµg ω
ω ' ω ' 100 rad / s

R 10µg 10
⇒ = ⇒ = = . 

δ. Επειδή τα διανύσµατα των στροφορµών των δύο δίσκων είναι συγγραµµικά, η διανυσµατική 

µεταβολή  ∆L
→

= τελL
→

συσ - αρχL
→

συσ  µετατρέπεται σε αλγεβρική µεταβολή και θεωρώντας θετικές τις 

στροφορµές που έχουν φορά       

∆L= τελL
συσ

- αρχL
συσ

⇒∆L=Ιω-I'ω'-Iω0⇒  ∆L=
1

2
mR2ω - 

1

2
4m4R2ω' - 

1

2
mR2ω0⇒  

∆L=
1

2
mR2(ω-16ω'-ω0)⇒  ∆L=

1

2
1

(3)
2

(4)
0,2 (200 16 100 1000)⋅ − ⋅ − ⇒  

∆L=-
1

2
4 2 210 (2400) 48kgm / s−⋅ = − .  

* Το ερώτηµα διευκρινίζεται αναλυτικά στο "Περί Στροφορµής ο Λόγος" (2).  
 
Περί Στροφορµής ο Λόγος 

1. Ο ορισµός της Στροφορµής υλικού σηµείου L
→

= r x p m r x υ
→ → → →

=  όπως αναφέρεται στο "εκτός 

ύλης" ένθετο στου Σχολικού Βιβλίου (σελ. 147) αλλά και όπως αυτός παρουσιάζεται στη 
σελίδα 122 πρέπει να τονιστεί ότι δίνεται χωρίς να αναφέρεται ότι το σηµείο Ο ως προς το 

οποίο ορίζεται το διάνυσµα θέσης r
→

 του υλικού σηµείου είναι η αρχή ενός συστήµατος 
συντεταγµένων ενός αδρανειακού συστήµατος αναφοράς. Η Στροφορµή υλικού σηµείου 
µπορεί να οριστεί και ως προς ένα µη αδρανειακό (επιταχυνόµενο) σύστηµα αναφοράς αλλά 
η έκφρασή της τότε τροποποιείται. Ας θυµηθούµε ότι ο δεύτερος νόµος του Newton 

γράφεται Σ
dυ

F m
dt

→
→

=   (1) όταν m= σταθερή και η ταχύτητα 
d r

υ
dt

→
→

=  υπολογίζεται µε βάση 

το διάνυσµα θέσης r
→

 του υλικού σηµείου σε σχέση µε την αρχή ενός αδρανειακού 
συστήµατος αναφοράς. Η σχέση (1) τροποποιείται εάν εκφραστεί ως προς ένα σύστηµα 
ο'x'y'z' που διατηρεί τους άξονές του παράλληλους προς τους αντίστοιχούς τους του 
αδρανειακού συστήµατος oxyz αλλά επιταχύνεται ως προς αυτό και η αρχή του Ο' έχει 
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διάνυσµα θέσης 0r
→

 ως προς το O. Αν υ '
→

= η ταχύτητα του υλικού σηµείου ως προς το 

επιταχυνόµενο σύστηµα συντεταγµένων: 
 

Σ
dυ '

F m
dt

→
→

= ⇒Σ
d d r'

F m
dt dt

→
→  

 = ⇒
 
 

Σ 0
d d

F m (r r )
dt dt

→ → → 
= − 

 
⇒   

Σ
0d d r d d r

F m m
dt dt dt dt

→ →
→    

   = − ⇒
   
   

Σ 0
d d

F m υ m υ
dt dt

→ → →   
= − ⇒   

   
 

Σ 0
dυ

F m m α
dt

→
→ →

= −  όπου υ
→

 η ταχύτητα του υλικού σηµείου ως  

προς το σύστηµα συντεταγµένων οxyz του αδρανειακού συστήµατος αναφοράς και 0α
→

 η 
επιτάχυνση αντίστοιχα της αρχής Ο' του επιταχυνόµενου συστήµατος συντεταγµένων ως προς το 
σύστηµα συντεταγµένων του αδρανειακού συστήµατος αναφοράς. ∆ηλαδή η έκφραση του 
δεύτερου νόµου τροποποιείται. 

Αντίστοιχα η στροφορµή L
→

' ως προς ένα µη αδρανειακό σύστηµα συντεταγµένων o'x'y'z' θα είναι: 

L
→

'= r' x mυ'
→ →

 όπου r'
→

 το διάνυσµα θέσης του υλικού σηµείου ως προς την αρχή Ο' ενός 

επιταχυνόµενου συστήµατος συντεταγµένων και υ'
→

 η ταχύτητά του ως προς αυτό. 

L
→

'= r' x mυ'
→ →

0 0 0 0 0 0L' (r r ) x m(υ υ ) L' m r x υ m r x υ mr x υ mr x υ
→ → → →→ → → → → → → → → →

⇒ = − − ⇒ = − − +   (1). 

Αντίστοιχα η γενικευµένη µορφή του Θ.Ν.Μ για τη στροφική κίνηση στο σύστηµα συντεταγµένων 

oxyz του αδρανειακού συστήµατος αναφοράς Σ τ
→

εξ(Ο)=
dL

dt

→

 στο επιταχυνόµενο σύστηµα 

συντεταγµένων o'x'y'z' τροποποιείται ως εξής: 

(1)
( ')

0 0 0 0

dL' d d d d
(m r x υ) (m r x υ ) (m r x υ) (m r x υ )

dt dt dt dt dt

→
→ → → →→ → → →

Ο
= − − + ⇒  

( ') 0 0 0 0
0 0 0 0

dυ d r d r dυdL' d r dυ d r dυ
m x υ m r x m x υ m r x m x υ m r x m x υ m r x

dt dt dt dt dt dt dt dt dt

→ → → →→ → → → →
→ → → →→ → → →

Ο
= + − − − − + +  

( ')

0 0 0 0 0 0 0 0

dL'
mυ x υ m r x a mυ x υ m r x a mυ x υ m r x a mυ x υ m r x a

dt

→
→ → → → → → → →→ → → → → → → →

Ο
⇒ = + − − − − + +  

Όπου a
→

= η επιτάχυνση του υλικού σηµείου ως προς το σύστηµα συντεταγµένων oxyz του 

αδρανειακού συστήµατος αναφοράς και 0a
→

= η επιτάχυνση της αρχής Ο' του επιταχυνόµενου 

συστήµατος συντεταγµένων o'x'y'z' ως προς την αρχή Ο του αδρανειακού συστήµατος oxyz. 

Επειδή mυ x υ
→ →

=0 και 0 0mυ x υ
→ →

=0 έχουµε: 

(O')

( ')

0 0 0 0 0 0

( ') ( ')

0 0 0 0 0 0 0

( ') ( ')
εξεξ 0 0

dL'
r x m a mυ x υ r xma mυ x υ r xm a r xma

dt

dL' dL'
r x m a r xm a r x ma r x ma (r r )xm a (r r )x ma

dt dt

dL' dL'
r' x ΣF r' x ma Σ τ r' x ma

dt dt

→
→ → → → → →→ → → → → →

Ο

→ →
→ → → → → → →→ → → → → → →

Ο Ο

→ →
→ → →→ → → →

Ο Ο

= − − + − + ⇒

= − − + ⇒ = − − − ⇒

= − ⇒ = −

 

O 
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z 

x 

O' 
x' 

z' 
m 

r
→

 

y' 
0r

→

 

r '
→
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∆ιαπιστώνουµε ότι ο λόγος που εκφράζουµε τη στροφορµή υλικού σηµείου και το Θ.Ν.Μ για τη 
στροφική κίνηση ως προς αδρανειακό σύστηµα αναφοράς είναι ότι οι εκφράσεις  

L
→

= r x p m r x υ
→ → → →

=   και Σ τ
→

εξ=
dL

dt

→

 είναι πιο απλές άρα και πιο χρήσιµες.  

Αφορµή για την αναφορά µου αυτή αποτελεί η άσκηση 4.71 σελ. 146 του Σχολικού βιβλίου όπου 
αναφέρεται «…Κάποια στιγµή το τρενάκι αρχίζει να κινείται µε ταχύτητα υ=8,4m/s. Να υπολογίσετε τη 

γωνιακή ταχύτητα µε την οποία θα στρέφεται ο τροχός. …» 
Το αποτέλεσµα (ωτροχ=1,75 rad/s) προκύπτει µε εφαρµογή της Αρχής ∆ιατήρησης της 
Στροφορµής όπου οι στροφορµές για το τρενάκι και τον τροχό σιωπηρώς υπολογίζονται ως προς 
ακίνητο παρατηρητή παρά το γεγονός ότι από την εκφώνηση δεν προκύπτει ότι η ταχύτητα µε 
την οποία αρχίζει να κινείται το τρενάκι είναι ως προς ακίνητο (αδρανειακό) παρατηρητή. 
Σε άλλη περίπτωση αν θεωρηθεί ότι η ταχύτητα αυτή είναι ως προς τον τροχό η λύση αλλάζει:  
(Α.∆.ΣΤΡ.) m(υ0-ωτροχR)R=Iτροχ ωτροχ⇒…⇒  ωτροχ=1,4 rad/s. 
 
2. Για τη στροφορµή συστήµατος σωµάτων το σχολικό βιβλίο στη σελ. 123 γράφει «Σε ένα 

σύστηµα σωµάτων, στροφορµή ονοµάζεται το διανυσµατικό διάνυσµα των στροφορµών των σωµάτων 
που απαρτίζουν το σύστηµα. Εάν δηλαδή οι στροφορµές των σωµάτων του συστήµατος είναι L1, L2.., η 

στροφορµή του συστήµατος είναι L= L1+ L2+…». 
Εύλογα ο αναγνώστης συµπεραίνει ότι οι στροφορµές των σωµάτων – µελών δεν είναι απαραίτητα 
υπολογισµένες κατά τον ίδιο άξονα περιστροφής. 

Σχετικά µε τη γενικευµένη διατύπωση του Θεµελιώδους Νόµου της στροφικής κίνησης Στεξ=
dL

dt
 

το σχολικό βιβλίο στη σελίδα 124 γράφει «Ο νόµος αυτός ισχύει και σε σύστηµα σωµάτων. Σε ένα 

σύστηµα σωµάτων, το αλγεβρικό άθροισµα όλων των ροπών, δηλαδή των ροπών που οφείλονται στις 

εξωτερικές δυνάµεις καθώς και εκείνων που οφείλονται στις εσωτερικές δυνάµεις, είναι ίσο µε το ρυθµό 

µεταβολής της στροφορµής του συστήµατος.  

Η ολική ροπή των εσωτερικών δυνάµεων είναι µηδενική. Σύµφωνα µε τον τρίτο νόµο του Newton οι 

εσωτερικές δυνάµεις απαντούν κατά ζεύγη (δράση – αντίδραση). Σε κάθε τέτοιο ζεύγος οι δυνάµεις είναι 

αντίθετες. Η ροπή κάθε τέτοιου ζεύγους ως προς οποιοδήποτε σηµείο είναι µηδενική και εποµένως το 
αλγεβρικό άθροισµα των ροπών όλων των εσωτερικών δυνάµεων να είναι µηδέν. Έτσι η σχέση 4.18 για 

σύστηµα σωµάτων γράφεται Στεξ=
dL
dt
 όπου τεξ η ροπή µιας εξωτερικής δύναµης και L η στροφορµή του 

συστήµατος».  
Ας έλθουµε τώρα στο δ ερώτηµα της άσκησης µε την οποία ξεκίνησε αυτή η ανάρτηση.  
 Η στροφορµή του συστήµατος των δύο δίσκων µεταβάλλεται. Παρά το γεγονός ότι για το 

σύστηµα των δύο δίσκων ισχύει εξΣ τ 0
→

=  διότι οι ροπές του βάρους W
→

, της N
→

 και της F
→

ως 

προς το Ο είναι 0, ( W(O)τ 0
→

= , 
(O)Nτ

→
=0, (O)Fτ 0

→

= ) και αντίστοιχα  οι ροπές του βάρους W '
→
 και της 

N'
→

 ως προς το Ο' είναι 0 ( W
(O )''τ 0

→

= , N'(O')
τ
→

=0, F '(O')
τ 0
→

= ) η στροφορµή του συστήµατος 

µεταβάλλεται διότι εσΣ τ 0
→

≠ . ∆ηλαδή  αν και T
→
= - T '

→
 (δράση – αντίδραση) έχουµε ότι         

τ(O)
τ
→

Τ(0)≠  - τ'(O' )
τ
→

 επειδή τα διανύσµατα αυτών των ροπών είναι οµόρροπα και για τα µέτρα τους 

ισχύει ΤR≠ Τ'2R.  
Παρατηρούµε δηλαδή ότι σε ένα σύστηµα όπως εµείς το έχουµε ορίσει (των δύο δίσκων) η 
στροφορµή του µεταβάλλεται λόγω των ροπών εσωτερικών δυνάµεων που στην προκειµένη 
περίπτωση αν και οφείλονται σε δυνάµεις που έχουν σχέση δράσης – αντίδρασης δεν 
αλληλοαναιρούνται διότι οι περιστροφές των δύο δίσκων δεν γίνονται ως προς τον ίδιο άξονα. 
Ακόµη κι αν αντιπαρέλθουµε τον αδόκιµο όρο "ζεύγος" για τη "δράση – αντίδραση" που προκαλεί 
σύγχυση αφού µπορεί να εκληφθεί ότι αναφέρεται στο ιδιαίτερο σύστηµα "ζεύγος δυνάµεων" 
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(όπου οι δυνάµεις που το αποτελούν ασκούνται στο ίδιο σώµα), η διατύπωση «ως προς οποιοδήποτε 

σηµείο είναι µηδενική» προϋποθέτει ότι το «οποιοδήποτε σηµείο» είναι το ίδιο για τις "δράση – 
αντίδραση". Αυτό όµως δεν είναι απαραίτητο αν τα σώµατα – µέλη του συστήµατος στρέφονται 
γύρω από διαφορετικούς άξονες.  
Εποµένως όταν εφαρµόζεται ο Θ.Ν.Μ για τη στροφική κίνηση στη γενικευµένη του µορφή 

Σ τ
→

εξ=
dL

dt

→

 σε σύστηµα σωµάτων πρέπει ρητά να αναφέρεται ότι οι ροπές των εξωτερικών 

δυνάµεων και οι στροφορµές των σωµάτων – µελών του συστήµατος υπολογίζονται ως προς το 
ίδιο σηµείο (κατά τον ίδιο άξονα).  
 
3. Ως εφαρµογή της Αρχής ∆ιατήρησης της Στροφορµής στο σχολικό βιβλίο (σελ. 125) 
αναφέρεται το παράδειγµα της αθλήτριας του καλλιτεχνικού πατινάζ που συµπτύσσοντας τα χέρια 
και τα πόδια της µειώνει τη ροπή αδρανείας της και εποµένως αυξάνει τη γωνιακή ταχύτητα 
περιστροφής της. Το συµπέρασµα προκύπτει επειδή η τριβή των παγοπέδιλων µε τον πάγο 
θεωρείται αµελητέα και οι εξωτερικές δυνάµεις του βάρους και της δύναµης που δέχεται από το 
έδαφος δεν έχουν ροπή κατά τον άξονα περιστροφής. Από τη σχέση Ι1ω1=Ι2ω2 µε Ι2< Ι1 
προκύπτει ω2>ω1.  
Ας παρακολουθήσουµε τον παρακάτω συλλογισµό ενός µαθητή/-τριας «Εφόσον µεταβάλλεται 

(αυξάνεται) το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας  της αθλήτριας δηλαδή έχουµε µεταβολή ∆ω=ω2-ω1 πρέπει να 

υπάρχει γωνιακή επιτάχυνση αγων. Τότε από τον Θ.Ν.Μ της στροφικής κίνησης µε τη µορφή Στεξ=Ιαγων 

προκύπτει ότι Στεξ≠ 0, άρα η στροφορµή της αθλήτριας δεν πρέπει να διατηρείται σταθερή». 
Το λανθασµένο αυτό συµπέρασµα µπορεί να προκύψει εντελώς "φυσιολογικά" αφού στη σελίδα 
119 του Σχολικού Βιβλίου πουθενά δεν αναφέρεται ή σχολιάζεται ότι η σχέση Στ=Ιαγων ισχύει µε 
την προϋπόθεση ότι Ι=σταθερή σε πλήρη αντιστοιχία µε το Θ.Ν.Μ στη µεταφορική κίνηση όπου 

Σ cmF mα
→→

=  όταν m= σταθερή. 

Οι συνέπειες είναι γνωστές µε όσα συνέβησαν στο 4ο Θέµα των εξετάσεων του 2009 όπου 
επιχειρήθηκε να δοθεί "γρήγορη λύση" µε εφαρµογή του Θ.Ν.Μ για σύστηµα σωµάτων του οποίου 
η ροπή αδρανείας δεν ήταν σταθερή.  
 

Επιµέλεια Ξ. Στεργιάδης 
 

 

 
 
 
 


