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Ιδιαίτερες Ισορροπίες 

 

Θέµα 1
ο
  

Ο George Atwood(Οκτώβριος 1745 Λονδίνο – 11 Ιουλίου 1807 Λονδίνο) ήταν Άγγλος 

µαθηµατικός που ανακάλυψε την οµώνυµη µηχανή προκείµενου να επιδείξει τα αποτελέσµατα των 

νόµων της κίνησης του Newton.Γεννήθηκε στο Westminster όπου και παρακολούθησε µαθήµατα 

στο Westminster  School (πρόκειται για το Royal College of St.Peter in Westminster , ένα 

δευτεροβάθµιο σχολείο που ιδρύθηκε το 12
ο
 αιώνα και βρίσκεται µέσα στον περίβολό του Αβαείου  

του Westminster,οι απόφοιτοί του έχουν την µεγαλύτερη αναλογικά αποδοχή από τα  πανεπιστήµια 

Oxford και Cambridge σε σχέση µε οποιοδήποτε άλλο δευτεροβάθµιο σχολείο ή κολλέγιο της Μ. 

Βρεττανίας). 

Το 1765 έγινε δεκτός από το Trinity College στο Cambridge.Αποφοίτησε το 1769 και την ίδια 

χρονιά ήταν αυτός που πήρε για πρώτη φορά το βραβείο Smith’s Prize.Ακολούθως έγινε 

συνεργάτης και καθηγητής του κολλεγίου και το 1776 εξελέγη µέλος της Royal Society του 

Λονδίνου. Στην πραγµατεία του µε τίτλο «Treatise on the Rectilinear Motion and Rotation of 

Bodies» τo 1784 δίνει µερικά ενδιαφέροντα πειράµατα µέσω των οποίων οι αρχές της Μηχανικής 

µπορούν να επιδειχθούν και να αποδειχθούν. Εκεί περιγράφει και τη µηχανή που φέρει το όνοµά 

του και χρησιµοποιείται για  να επιβεβαιωθούν πειραµατικά οι νόµοι της απλής επιταχυνόµενης 

κίνησης. 

 Το 1784 άφησε το Cambridge για το γραφείο ευρεσιτεχνιών και ερευνών των τελωνείων, η 

εργασία του εκεί θα του δώσει τη δυνατότητα να αφιερώνει το µεγαλύτερο µέρος του χρόνου του 

στα µαθηµατικά και τη φυσική. Τιµήθηκε από τη Royal Society  µε το βραβείο Copley Medal το 

1796 για την εργασία του σε σχέση   µε «την κατασκευή και ανάλυση των γεωµετρικών 

προϋποθέσεων που καθορίζουν τις θέσεις των σωµάτων που θεωρούνται οµογενή τα οποία επιπλέουν 

ελεύθερα, και σε ηρεµία, επίσης τον καθορισµό της σταθερότητας των πλοίων και των άλλων 

επιπλεόντων σωµάτων.» 

Υπήρξε διάσηµος σκακιστής της εποχής του και δεν παντρεύτηκε ποτέ. Πέθανε το 1807 στο 

Westminster και ετάφη εκεί  στην εκκλησία της Αγίας Μαργαρίτας. Προς τιµή του ένας κρατήρας 

στη Σελήνη φέρει το όνοµά του. 

 

Μεταβλητές ροπές στη µηχανή Atwood 

Η οµογενής τροχαλία του σχήµατος έχει µάζα Μ=4Kg και 

ακτίνα R=0,2m και µπορεί να  περιστρέφεται γύρω από 

οριζόντιο ακλόνητο άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας 

της Ο. Στην περιφέρεια της τροχαλίας υπάρχει εγκοπή στην 

οποία έχει τυλιχθεί νήµα το οποίο δεν ολισθαίνει ως προς την 

τροχαλία, όταν αυτή στρέφεται. Στα άκρα των κατακόρυφων 

τµηµάτων του νήµατος έχουν συνδεθεί δύο σώµατα  µε µάζες 

m1=1Kg και m2=2Kg αντίστοιχα. Τα σώµατα αρχικά 

συγκρατούνται ακίνητα και το σύστηµα ισορροπεί. Τη 

χρονική στιγµή t=0 τα σώµατα αφήνονται ελεύθερα και η 

τροχαλία αρχίζει να περιστρέφεται δεχόµενη από τον άξονα 

ροπή που αντιτίθεται προς την περιστροφή της και είναι της 

µορφής τ=− 2Rt (S.I), όπου R=η ακτίνα της τροχαλίας και         

t = ο χρόνος περιστροφής. Τα σώµατα µετατοπίζονται κατά 

τη διεύθυνση των τµηµάτων του νήµατος τα οποία παραµένουν κατακόρυφα. Να υπολογιστούν: 

α1. η επιτάχυνση των σωµάτων σε συνάρτηση µε το χρόνο. 

α2. η χρονική στιγµή t1 στην οποία η ταχύτητα των σωµάτων γίνεται µέγιστη για πρώτη φορά 

καθώς και η τιµή της µέγιστης ταχύτητας ,υmax. 

α3. η χρονική στιγµή t2 στην οποία η ταχύτητα των σωµάτων µηδενίζεται για πρώτη φορά. 

α4. ο ρυθµός (στιγµιαία ισχύς) µε τον οποίο εκτελεί έργο η ροπή από τον άξονα τ, τη χρονική 

στιγµή t2. 

Ο 

m1 

m2 

 Ο 
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Σε κάποια άλλη περίπτωση η ίδια τροχαλία δέχεται από τον άξονα ροπή που αντιτίθεται στην 

περιστροφή της και είναι της µορφής τ =− 2R θ̂  (S.I), όπου R=η ακτίνα της τροχαλίας και θ̂=η 

γωνία περιστροφής της τροχαλίας.  

Να υπολογιστούν: 

β1.η κατακόρυφη µετατόπιση h των νηµάτων , όταν η ταχύτητά τους µηδενίζεται για πρώτη φορά. 

β2.το έργο που εκτελεί η ροπή τ από τον άξονα στη διάρκεια της προηγούµενης µετατόπισης. 

∆ίνονται η ροπή αδρανείας της τροχαλίας ως προς τον άξονα  

περιστροφής της 2

cm

1
I = MR

2
  και g=10m/s

2 
 

Λύση 

α1.Τα σώµατα κινούνται µε την ίδια ταχύτητα που είναι ίση µε την ταχύτητα των σηµείων της 

περιφέρειας της τροχαλίας εφ’ όσον το νήµα δεν ολισθαίνει πάνω στην τροχαλία:  

1 1 ε
1 2 ε 1 2 ε γων

dυ dυ dυ
υ = υ = υ = = a a a a = α R

dt dt dt
⇒ ⇒ = = =  (1)   

Επειδή το νήµα είναι αβαρές: 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

ΣF = 0 T T = 0 T T

T = T       (δράση - αντίδραση) T = T

T T       (δράση - αντίδραση)

 ′′ ′′′′′ ′′′⇒ − ⇒ =


 ′ ′′′′ ⇒ 
 ′′=  

(2)  

και 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

ΣF = 0 T T = 0 T T

T = T       (δράση - αντίδραση) T = T

T T       (δράση - αντίδραση)

 ′′ ′′′′′ ′′′⇒ − ⇒ =


 ′ ′′′′ ⇒ 
 ′′=  

(3)   

 

Από το θεµελιώδη νόµο της µηχανικής για τη 

µεταφορική κίνηση του σώµατος m1: 

1 1 1 1 1 1Τ - m g = m a Τ = m g + m a⇒   (4) 

Από το θεµελιώδη νόµο της µηχανικής για τη 

µεταφορική κίνηση του σώµατος m2: 

2 2 2 2 2 2m g Τ m a Τ m g m a− = ⇒ = −  (5)   

Από το θεµελιώδη νόµο της µηχανικής για τη στροφική κίνηση της τροχαλίας: 

2

2 1 γων

1
Τ R Τ R τ MR α

2
′ ′− − =

( )

( )

1 ν
 

2 γω

2Rt 1
Τ Τ MRα

R 2
⇒ − − =

1

2
2 2 1 1

1
m g m a  m g m a 2t= Ma

2
⇒ − − − −
(1)

(4),(5)

2 1

1 2

2(m m )g 4t
a

2m 2m M

− −
⇒ = ⇒

+ +
 a 2 0,4t  (S.I)= −  (6)   

α2.Η ταχύτητα των σωµάτων γίνεται µέγιστη για πρώτη φορά, όταν a=0. 

Από την (6) : t1=5s. (7)   

Ο υπολογισµός της µέγιστης τιµής της ταχύτητας των σωµάτων γίνεται έµµεσα από τον 

υπολογισµό της µεταβολής της ταχύτητας ∆υ που µε τη σειρά της υπολογίζεται από το διάγραµµα 

a-t καθώς ισούται µε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την a(t) και τους άξονες : 

 

 

 

 

 

 

Ο 

m1 

m2 

R 
+ 

τ 

ω

γων

⊗

⊗α

�

�  

m1g 
1T′′′  

1T ′′  

1T ′  

1T

 

m2g 
2T′′′  

2T  

2T ′  

2T ′′  

a
�

 + 

a
�

 

m1 

m2 

maxυ  

maxυ  

m1 

υ = 0  

h  

h  

m2 

υ 0=  
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( ) max max

1 m
∆υ = Εµβ ΟΑΓ υ 0 5 2 υ 5

2 s
⇒ − = ⋅ ⇒ =  (8)    

α3. Από την (6)  προκύπτει: 1a 0 t = 5s= ⇒ .Η αρχική ταχύτητα των σωµάτων είναι µηδέν, όταν 

αυτή θα µηδενιστεί πάλι για πρώτη φορά µετά την έναρξη της κίνησης τη χρονική στιγµή t1: ∆υ=0 

( ) ( )1 2 2 2

1 1
∆υ = 0 E E 0 Εµβ ΟΑΓ Εµβ Γ∆Ζ 0 5 2 (t 5)(2 0,4 t ) 0

2 2
⇒ + = ⇒ + = ⇒ ⋅ ⋅ + − − =*  

2 2

2 2

2

t 0 απορρίπτεται(t > 0)
0,4 t (t 10) 0

t 10s

=
⇒ − = ⇒ 

=
 

*Ο παράγοντας (2-0,4t) είναι κατά αλγεβρική τιµή και ήδη αρνητικός  για t > 5s εποµένως δεν 

χρειάζεται πρόσηµο (-) πριν από το Εµβ(Γ∆Ζ). 

α4. Ο ρυθµός µε τον οποίο εκτελεί έργο η ροπή τ από τον άξονα είναι η στιγµιαία ισχύς: 

1

1 1

 τ max
1 1 1 max  

1 1 1

ε ( t )

τ ( t ) τ ( t )   τ ( t ) τ  ( t ) τ ( t )

υdW υ
P P τ ω P 2Rt P 2Rt P 2t υ

dt R R
= ⇒ = ⋅ ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −

(7)

 

1 1τ ( t  ) τ ( t  )

J
P 2 5 5 P 50

s
⇒ = − ⋅ ⋅ ⇒ = −
(8)

 

β1.Η εφαρµογή του Θ.Μ.Κ.Ε για το χρονικό διάστηµα  0 − t2  όπου κάθε 

σώµα έχει µετατοπιστεί κατά h δίνει: 

2 1F W W τ 2 1 τΣW W + W + W = 0 0 m gh + m gh W = 0= ∆Κ ⇒ − ⇒ −   (9)   

Η ροπή τ= − 2R θ̂  είναι µεταβλητού µέτρου και το έργο της υπολογίζεται 

γραφικά ως το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τους άξονες 

τ− θ̂και τη γραφική παράσταση της τ = τ(θ): 

 
2

2

τ ολ ολ τ ολ τ

1 sˆ ˆ ˆW θ 2Rθ W R θ W R
2 R

 = ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒ =  
 

⌢

(10),όπου s
⌢

=το τόξο κατά το οποίο 

περιστράφηκε η τροχαλία µέχρι να µηδενιστεί για πρώτη φορά η ταχύτητα της που είναι ίσο µε τη 

µετατόπιση h των σωµάτων διότι το νήµα δεν ολισθαίνει πάνω στην τροχαλία, s
⌢

=h (11). Άρα από 
2 2

2

τ τ τ2

h h
W R W W 5h

R R
⇒ = ⇒ = ⇒ =
(11)

(10) (12) 

Από (9)  
2 2

τ 2 1W m gh + m gh  - 5h 0 30h - 5h = 0 5h(6 - h) = 0⇒ = = ⇒ ⇒
(12)

 

{ ( )}h = 0(απορρίπτεται γιατί αντιστοιχεί στη χρονική στιγµή t = 0) ή h = 6m⇒ 13  

β2.Από (12) και (13) : 2

τ τW 5(6) W 180J= ⇒ = . 
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2
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τ 
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Wτ 

ˆ
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2
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Θέµα 2
ο
  

Σε σχέση µε τη σύνθεση παράλληλων δυνάµεων που επιδρούν σ’ ένα στερεό σώµα: 

Από τη σύνθεση δύο παράλληλων και οµόρροπων δυνάµεων 

1F
�
και 2F
�

αποδεικνύεται ότι υπάρχει συνισταµένη 12F
�

, 

παράλληλη και οµόρροπη προς τις συνιστώσες δυνάµεις για 

την οποία ισχύει ότι : 

α. η συνισταµένη 12F
�

 έχει µέτρο ίσο µε το άθροισµα των 

µέτρων των συνιστωσών : 12 1 2F = F + F  

β. ο φορέας της συνισταµένης 12F τέµνει την ευθεία ΑΒ που 

συνδέει τα σηµεία εφαρµογής των 1F  και 2F , Α και Β 

αντίστοιχα, σε σηµείο Ο που βρίσκεται µεταξύ των Α και Β , 

και την διαιρεί σε τµήµατα αντιστρόφως ανάλογα των 

µέτρων των δυνάµεων: 1

2

F ( )

F ( )

ΟΒ
=

ΟΑ
 

γ. ως συνακόλουθο της προηγούµενης πρότασης, κάθε µία από τις τρεις δυνάµεις έχει µέτρο 

ανάλογο της απόστασης των σηµείων εφαρµογής των άλλων δύο: 1 2 12F F F

( ) ( ) ( )
= =

ΟΒ ΟΑ ΑΒ
. 

Αντίστοιχα από τη σύνθεση δύο παράλληλων, αντίρροπων 

και άνισων δυνάµεων 1F
�
και 2F

�
 αποδεικνύεται ότι υπάρχει 

συνισταµένη 12F
�

,παράλληλη προς τις δύο συνιστώσες δυνάµεις 

και οµόρροπη προς τη συνιστώσα δύναµη µεγαλύτερου 

µέτρου για την οποία ισχύει ότι: 

α. η συνισταµένη 12F
�

 έχει µέτρο ίσο µε τη διαφορά των 

µέτρων των συνιστωσών : 12 1 2F = F  - F  

β. ο φορέας της συνισταµένης 12F τέµνει την ευθεία ΑΒ που 

συνδέει τα σηµεία εφαρµογής των 1F  και 2F , Α και Β 

αντίστοιχα, σε σηµείο Ο που βρίσκεται εκτός του 

ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ και προς το µέρος της δύναµης µεγαλύτερου µέτρου και απέχει από τα 

σηµεία Α και Β αποστάσεις που είναι αντιστρόφως  ανάλογες των µέτρων των δυνάµεων: 

1

2

F ( )

F ( )

ΟΒ
=

ΟΑ
 

γ. ως συνακόλουθο της προηγούµενης πρότασης, κάθε µία από τις τρεις δυνάµεις έχει µέτρο 

ανάλογο της απόστασης των σηµείων εφαρµογής των άλλων δύο: 1 2 12F F F

( ) ( ) ( )
= =

ΟΒ ΟΑ ΑΒ
. 

Ισορροπία µε πλεονάζουσα δύναµη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1 

F12 

Α Ο Β 

F1 

F2 

Σχήµα 2 

F12 

Α Ο Β 

F1 

F2 

A B  ∆ 

cm 
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Μία οµογενής και ισοπαχής ράβδος µήκους L και µάζας m πρόκειται να αναρτηθεί από οροφή. 

∆ιαθέτουµε σύρµατα του ιδίου µήκους, αµελητέας µάζας και της ίδιας σκληρότητας. Η ράβδος 

µπορεί να κινηθεί µόνο στο κατακόρυφο επίπεδο. ∆ίνεται η ένταση του πεδίου βαρύτητας g. 

α1.Αποφασίζουµε να αναρτήσουµε τη ράβδο µε τη βοήθεια δύο συρµάτων που συνδέονται στα 

σηµεία Β και Γ της ράβδου και απέχουν από το κέντρο µάζας της αποστάσεις x1 και x2 αντίστοιχα. 

Να υπολογίσετε τα µέτρα των δυνάµεων που ασκούν τα σύρµατα στη ράβδο, όταν αυτή ισορροπεί. 

α2.Να υπολογίσετε τις τιµές των δυνάµεων του προηγούµενου ερωτήµατος , όταν x1= x2=
L

6
. 

β.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σε άλλη περίπτωση η ράβδος αναρτάται µε τη βοήθεια τεσσάρων συρµάτων ,όπου εκτός των δύο 

συρµάτων που έχουν συνδεθεί στα σηµεία Β και Γ, τα  άλλα δύο έχουν συνδεθεί στα άκρα της 

ράβδου Α και ∆. Ενώ η ράβδος ισορροπεί αποφασίζουµε να κόψουµε το ένα από τα σύρµατα που 

έχουν συνδεθεί στα άκρα της. Αν η ράβδος εξακολουθεί να ισορροπεί να γράψετε τις εξισώσεις που 

προκύπτουν από τις συνθήκες ισορροπίας της ράβδου. Είναι δυνατόν να υπολογίσετε τα µέτρα των 

δυνάµεων των συρµάτων που παραµένουν συνδεδεµένα µε τη ράβδο; 

 

Λύση 

α1. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι δυνάµεις Τ1 και Τ2 είναι παράλληλες και οµόρροπες και σύµφωνα µε όσα αναφέρθηκαν στην 

εισαγωγή η συνισταµένη τους Τ12 είναι παράλληλη και οµόρροπη µε αυτές και έχει µέτρο : 

1 2 12T T T+ =  (1). 

Οι συνθήκες ισορροπίας της ράβδου λόγω της απουσίας δυνάµεων στην οριζόντια διεύθυνση, είναι  

A B Γ ∆ 
cm 

Τ1 Τ2 

mg 

x1 x2 

K 

(Σχήµα 1) 

A B Γ ∆ 

cm 

L

3

L

3

L

3
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y 12 12F 0 T mg 0 T mg
→

Σ = ⇒ − = ⇒ =
↑+

 (2) και 
12 12

0

(cm) W(cm) Τ (cm) (cm)Στ = 0 τ τ 0 τ 0Τ⇒ + = ⇒ =/  (3) 

Η συνθήκη (3) επιβάλλει το σηµείο εφαρµογής της συνισταµένης Τ12 να βρίσκεται στο κέντρο 

µάζας Κ της ράβδου γιατί σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση η Τ12  και το βάρος W της ράβδου θα 

συναποτελούσαν ζεύγος δυνάµεων που θα έστρεφε τη ράβδο. 

Τα µέτρα των δυνάµεων Τ1 ,Τ2 και  Τ12 συνδέονται µε τη σχέση: 

 

2
1

1 21 2 12 1 2

12 1 1 2 2 1 1 2
2

1 2

x
T mg  

x xT T T T T mg
mg

xx x x x x x x x
T mg  

x x

 = +
= = ⇒ = = ⇒ 

+ +  =
 +

(1)
(4)

(5)

 

α2. Από τις (4) και (5) (Σχήµα 1) : 

για x1= x2=
L

6
 προκύπτει : 1 2

mg
T = T

2
= . 

 

β. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μετά την κοπή του σύρµατος που συνδέεται σ’ ένα άκρο της ράβδου (έστω στο άκρο Α) επειδή η 

ράβδος συνεχίζει να ισορροπεί από τις συνθήκες ισορροπίας θα έχουµε (Σχήµα 2):  

y 1 2 3F 0 T + T + T = mg  
→

Σ = ⇒ (6)
↑+

και (cm) 1 2 3 1 2 3

L L 3L
Στ = 0 T - T - T = 0 T T 3T 0

6 6 6
⇒ ⇒ − − = ⇒  

1 3 2T 3T T− = (7) .  

Όπως φαίνεται από τις εξισώσεις (6) και (7) οι τιµές των δυνάµεων των συρµάτων 1 2 3T ,T ,T  δεν 

είναι δυνατόν να προσδιοριστούν.  

 

Σχόλιο 1 

Αν επιχειρήσουµε να προσδιορίσουµε το σηµείο εφαρµογής της συνισταµένης των δυνάµεων 

1 2 3T ,T και T ,  οι οποίες είναι παράλληλες και οµόρροπες, η πορεία θα είναι η εξής:  

Συνθέτουµε τις 1 2T και T  και βρίσκουµε τη συνισταµένη τους 12T  για την οποία από το ερώτηµα α2 

έχουµε βρει ότι το µέτρο της είναι 12 1 2T T T= +  καθώς και ότι το σηµείο εφαρµογής της βρίσκεται 

στο κέντρο µάζας Κ της ράβδου. Στη συνέχεια επιχειρούµε να συνθέσουµε την 12T  µε την Τ3 

προκειµένου να προσδιορίσουµε τη συνισταµένη τους 123T , επειδή οι 12T  και Τ3 είναι παράλληλες 

και οµόρροπες έχουµε: 12 3 123

3 12

T T T

x x (K∆)
= =   (8), όπου 12x  και 3x  οι αποστάσεις του σηµείου 

εφαρµογής της 123T  από τα Κ και ∆. Όµως, η 123T  θα πρέπει να έχει σηµείο εφαρµογής το Κ γιατί 

A B Γ ∆ 
cm 

L

3

L

3
L

3Τ1 Τ2 

L

6

L

6

+ 

(Σχήµα 2) 

mg 

K 

Τ12 

Τ123 
Τ123 

x12 x3 

Τ3 
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σε άλλη περίπτωση µε το βάρος W θα συναποτελούσαν ζεύγος και η ράβδος θα στρεφόταν. Αλλά 

τότε 12x 0→  και 3x (Κ∆)→  και σύµφωνα µε τη σχέση (8):  

12T = 123 1 2 1 2 3 3T T T T T T T 0!⇒ + = + + ⇒ =  

Το τελευταίο συµπέρασµα µας θυµίζει ότι η ράβδος µπορούσε να ισορροπεί συνδεδεµένη µόνο µε 

δύο σύρµατα όπως δείξαµε στο ερώτηµα α1.  

Το ενδεχόµενο η T3 να είναι πολύ µεγαλύτερη από την 12T  ( 3 12T T≫ ) απορρίπτεται γιατί τότε το 

σηµείο εφαρµογής της 123T  θα πλησιάζει το σηµείο ∆, ενώ όπως εξηγήθηκε το σηµείο εφαρµογής 

της πρέπει να βρίσκεται στο κέντρο µάζας Κ.  

 

Σχόλιο 2 (Μια χρήσιµη παρέκβαση) 

Όπως διαπιστώσαµε ο προσδιορισµός των 1 2 3T ,T και T  δεν είναι δυνατός διότι από τις δύο 

συνθήκες ισορροπίας (δυνατότητα κίνησης στην κατακόρυφη διεύθυνση και δυνατότητα 

περιστροφής) καταλήξαµε σε ένα σύστηµα δύο εξισώσεων µε 3 αγνώστους. Όµως, «πενία 

εξισώσεων τέχνας κατεργάζεται». 

Τα σύρµατα έχουν σηµαντική ακαµψία, προφανώς δεν είναι ελαστικά σώµατα. Αν υποθέσουµε ότι 

µετά την κοπή του ενός σύρµατος η ράβδος στρέφεται από τη θέση ισορροπίας της κατά µία 

απειροστή γωνία dφ , τότε αποδίδοντας στα σύρµατα «ελαστικές ιδιότητες» δεχόµαστε ότι αυτά 

λόγω της ακαµψίας τους υφίστανται απειροστές επιµηκύνσεις 1dℓ , 2dℓ  και 3dℓ  αντίστοιχα, όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 3 (σε µεγέθυνση  προκειµένου να περιγραφεί ο προτεινόµενος τρόπος 

επίλυσης):  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από το τραπέζιο των απειροστών επιµηκύνσεων Β∆∆1Β1 για τη µεσοπαράλληλο ΓΓ1= 2dℓ  έχουµε:  

1 3
2

d d
d

2

+
=
ℓ ℓ

ℓ  και επειδή τα σύρµατα είναι όµοια τους αποδίδουµε «ίδια σταθερά ελαστικότητας 

k», οπότε η τελευταία σχέση γράφεται:  

1 2

2 2 1 3
1 3 2

Τ Τ
Τ Τ Τ Τk k Τ Τ 2Τ
k 2 k 2k

+ +
= ⇒ = ⇒ + =  (8) 

Τώρα οι 1 2 3 1 3 2T + T + T = mg  ,T 3T T− =(6) (7)  και (8)  αποτελούν σύστηµα τριών εξισώσεων µε 

τρεις αγνώστους.  

Από 23T = mg⇒ ⇒
(8)

(6) 2

mg
T   =

3
 (9).  

A B Γ ∆ 
cm 

L

3

L

3
L

3Τ1 Τ2 
Τ3 

+ 

K 

Τ12 

B1 
Γ1 ∆1 

dφ 

(Σχήµα 3) 

2dℓ 3dℓ  

1dℓ  
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Από 2
1 3 1 3 2 2 3

T
: T - 3T - T - T = T - 2T T =

4
⇒ ⇒

(9)

(7) ( )- 8 3

mg
T =

12
 (10).  

Από 1

mg mg
T = mg -

3 12
⇒⇒ −

(9),(10)

(6) 1

7mg
T =

12
.  

 

Η παρέκβαση (λαθροχειρία…) µάλλον απέδωσε. 

 

 

Θέµα 3
ο
  

Ένα ιδιότυπο εκκρεµές. 

Από το ίδιο οµογενές και αµελητέου πάχους σύρµα 

δηµιουργούµε µια κυκλική στεφάνη ακτίνας R ενώ το 

υπόλοιπο του σύρµατος έχει τη µορφή µιας ράβδου 

αµελητέου πάχους και µήκους L. Στο άκρο του 

ευθύγραµµου τµήµατος του σύρµατος προσκολλάται 

µικρός δίσκος µάζας Μ αµελητέου πάχους. Η µάζα του 

σύρµατος θεωρείται αµελητέα σε σχέση µε τη µάζα του 

δίσκου. Η στεφάνη τοποθετείται πάνω σε σταθερό άξονα 

που περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα µέτρου ω, 

µε το ανώτερο σηµείο της Α να εφάπτεται στο ανώτερο 

σηµείο του άξονα, όπως φαίνεται στο σχήµα. Ο 

συντελεστής τριβής ολίσθησης µεταξύ στεφάνης και άξονα 

είναι µ. Το σύστηµα στεφάνη – ράβδος – δίσκος αποτελεί 

ένα εκκρεµές που κινείται στο κατακόρυφο επίπεδο. 

α. Να βρεθεί η σχέση που συνδέει τις παραµέτρους R, L και 

µ , ώστε να υπάρχει θέση ισορροπίας για το εκκρεµές. 

β. Να προσδιοριστούν οι τιµές του συντελεστή τριβής ολίσθησης µ, ώστε να υπάρχει θέση 

ισορροπίας του εκκρεµούς. 

γ. Να προσδιορίσετε τη γωνία που σχηµατίζει η ράβδος µε την αρχική κατακόρυφη θέσης της, όταν 

το εκκρεµές βρεθεί για πρώτη φορά στη θέση ισορροπίας του. 

 

Λύση 

α. Όταν τοποθετούµε τη στεφάνη πάνω στον άξονα, το 

σύστηµα στεφάνη – ράβδος – δίσκος δέχεται την επίδραση 

της βαρυτικής δύναµης του δίσκου, της τριβής ολίσθησης 

που δέχεται η στεφάνη από τον άξονα και της κάθετης 

αντίδρασης Ν του άξονα στη στεφάνη (οι δύο αυτές 

δυνάµεις αποτελούν τις συνιστώσες της δύναµης που ασκεί 

ο άξονας στη στεφάνη). Με την επίδραση της τριβής 

ολίσθησης η στεφάνη ολισθαίνει κατά τη διεύθυνση της 

εκάστοτε εφαπτοµένης (xx΄) στο σηµείο επαφής της µε τον 

άξονα.  

Όταν το σύστηµα βρεθεί στη θέση ισορροπίας του για 

πρώτη φορά (Σχήµα 1) έχουµε, 

xx  ́: 
x

ΣF 0 T = mgσυνθ̂= ⇒   (1) 

Κατά τη διεύθυνση της ακτίνας της στεφάνης (yy΄) δεν 

υπάρχει κίνηση: 
y

ΣF 0 N = mgηµθ̂= ⇒  (2) 

Επίσης, το σύστηµα στεφάνη – ράβδος – δίσκος  στρέφεται, 

από το 2
ο
 Νόµο του Newton έχουµε:  

(Σχήµα 1) 

Μ 

.Κ 

.Ο 

Α 

⊗ω
�

 
R 

 

Μ 

Κ 

Ο 

 

⊗ω
�

 

R 

Α  

Ο΄ 

Τ 

mgσυνθ 

mg 

N 

θ 

θ 

R+L 

mgηµθ 

(Γ) 

y 

x 

+ 

Τ 

Ν 

Α΄ 

(Σχήµα 1) 
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(Γ) γων
Στ = Ια  και όταν το σύστηµα βρεθεί στη θέση ισορροπίας του για πρώτη φορά (Σχήµα 1) από 

την προηγούµενη σχέση έχουµε:  

(Γ)
Στ = 0 TR - N(R + L) = 0 µNR = N(R + L) µR = R + L R(µ -1) = L⇒ ⇒ ⇒ ⇒   (3) 

Η τελευταία σχέση αποτελεί τη ζητούµενη συνθήκη. 

β. Από την (3) πρέπει: µ > 1 

γ. Από την συνθήκη ισορροπίας 
(Γ)

Στ = 0  mgRσυνθ - mg(R + L)ηµθ = 0ˆ ˆ⇒ ⇒
(1)

(2)
 

R ηµ θ (R + L) ηµ θ2 2 2 2ˆ ˆ(1 )− = ⇒ Rσυνθ (R + L)ηµθˆ ˆ= ⇒ R συν θ (R + L) ηµ θ2 2 2 2ˆ ˆ= ⇒  

R
ηµ θ

R (R + L)

2
2

2 2
ˆ = ⇒

+

(3) R
ηµ θ

R R

2
2

2 2 2
ˆ = ⇒

+ µ 2
ηµθ

1 + µ

1ˆ = .  
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