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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1ο  
Αρµονικό κύµα µε µήκος κύµατος λ και πλάτος Α 
διαδίδεται κατά µήκος ελαστικού µέσου xx' από αριστερά 
προς τα δεξιά µε ταχύτητα µέτρου υ. Τη χρονική στιγµή 
t=0 το κύµα βρίσκεται στη θέση Σ αριστερά της θέσης Ο 

(x=0) µε xΣ=-
λλλλ
2222

. Το υλικό σηµείο στη θέση Σ αρχίζει να 

ταλαντώνεται κατά την αρνητική φορά.  
α. Να γράψετε την εξίσωση του αρµονικού κύµατος για 
τα σηµεία του ελαστικού µέσου όπου x>0.  
β. Να συγκρίνετε την εξίσωση του προηγούµενου ερωτήµατος µε την 
εξίσωση ενός αρµονικού κύµατος του ίδιου µήκους κύµατος και του ίδιου 
πλάτους όταν διαδίδεται στο ίδιο µέσο από αριστερά προς τα δεξιά, µε την 
ίδια ταχύτητα και τη χρονική στιγµή t=0 βρίσκεται στη θέση Ο (x=0). Το 
υλικό σηµείο στη θέση (Ο) αρχίζει να ταλαντώνεται προς τη θετική 
κατεύθυνση. Τι συµπεραίνετε από τις εξισώσεις κύµατος αυτών των δύο 
κυµάτων;   
γ. Να σχεδιάσετε τα στιγµιότυπα των δύο προηγούµενων κυµάτων τη 

χρονική στιγµή t=
7T7T7T7T
4444

. Τι παρατηρείτε; 

ΛΥΣΗ 

α. Τη χρονική στιγµή t=0 στη θέση Σ (xΣ=-
λ

2
) έχουµε: y(Σ)=0 και V(Σ)=-Vmax<0. Άρα 

η εξίσωση ταλάντωσης του σηµείου Σ είναι: yΣ=Αηµ(ωt+π). Τη χρονική στιγµή t1>0 

το κύµα φθάνει σε σηµείο Μ (xM=x) δεξιά του Σ µε t1=
Σx x

υ

+
. Τη χρονική στιγµή 

t>t1 ο χρόνος ταλάντωσης του υλικού σηµείου στη θέση Μ είναι: t-t1.  

Άρα yM=Αηµ Σ

1 M

x x2π
ω(t - t ) +π y Aηµ (t - ) +π

T υ

 +
⇒ =    

 
 µε x>0, xΣ<0.  

Άρα yM=Αηµ
Σ

λ
x =-

2
Σxt x

2π π
T λ λ

  
− + + ⇒  

  
yM=Αηµ

t x 1
2π π

T λ 2

  
− − + ⇒  

  
 

yM=Αηµ2π
t x

(1).
T λ

 
− 

 
 

β. Η εξίσωση κύµατος ενός αρµονικού κύµατος του ίδιου πλάτους και µήκους 
κύµατος µε αυτά του κύµατος του (α) ερωτήµατος διαδίδεται από αριστερά προς τα 
δεξιά και τη χρονική στιγµή t=0 βρίσκεται στη θέση Ο (x=0) και αρχίζει να 

ταλαντώνεται προς τη θετική κατεύθυνση είναι: yM=Αηµ2π
t x

(2).
T λ

 
− 

 
 

Από τη σύγκριση των (1) και (2) προκύπτει το συµπέρασµα ότι δύο όµοιες εξισώσεις 
κύµατος είναι δυνατόν να αντιστοιχούν σε διαφορετικές συνθήκες ταλάντωσης των 
υλικών σηµείων του µέσου διάδοσης του κύµατος (δηλαδή να αρχίζει η ταλάντωση 
προς διαφορετική κατεύθυνση) και σε διαφορετική αρχική φάση για την ταλάντωση 
της αρχής των συντεταγµένων Ο (x=0) τη χρονική στιγµή t=0.  
Το παράδειγµα αυτό επιβεβαιώνει ότι για να σχεδιάσουµε σωστά το στιγµιότυπο ενός 
κύµατος πρέπει ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΑ να γνωρίζουµε τη φορά ταλάντωσης του σηµείου στο 
οποίο φθάνει το κύµα τη χρονική στιγµή για την οποία σχεδιάζουµε το στιγµιότυπο.  
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γ. Το πρώτο κύµα τη χρονική στιγµή t=
7T

4
 φθάνει µέχρι τη θέση όπου 

φ=π⇒2π
t x

T λ

 
− = 

 
π 

7T
t

4
=

⇒ 2π
7 x 5λ

π x .
4 λ 4

 
− = ⇒ = 

 
Το στιγµιότυπο είναι:  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Το δεύτερο κύµα τη χρονική στιγµή t=
7T

4
 φθάνει µέχρι τη θέση όπου 

φ=0⇒2π
t x

T λ

 
− = 

 
0 

7T
t

4
=

⇒ 2π
7 x 7λ

0 x .
4 λ 4

 
− = ⇒ = 

 
Το στιγµιότυπο είναι:  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Τα δύο στιγµιότυπα διαφέρουν παρόλο που αντιστοιχούν στην ίδια εξίσωση κύµατος 
και σχεδιάζονται για την ίδια χρονική στιγµή.  
Ο λόγος;  
Η κατεύθυνση προς την οποία αρχίζει η ταλάντωση κάθε υλικού σηµείου είναι 
διαφορετική σε κάθε περίπτωση. ∆ηλαδή στο στιγµιότυπο (α) η ταλάντωση κάθε 
σηµείου αρχίζει προς την αρνητική κατεύθυνση και στο στιγµιότυπο (β) η ταλάντωση 
κάθε σηµείου αρχίζει προς τη θετική κατεύθυνση. Αυτή είναι µία κρίσιµη πληροφορία 
που πρέπει να µας δίνεται άµεσα ή έµµεσα προκειµένου να σχεδιάσουµε σωστά το 
στιγµιότυπο, όπως και µια άλλη κρίσιµη πληροφορία είναι να γνωρίζουµε που 
βρίσκεται το κύµα τη χρονική στιγµή t=0 σε σχέση µε τη θέση αναφοράς x=0 που 
έχουµε επιλέξει. Στη περίπτωση του (α) το κύµα τη χρονική στιγµή t=0 βρίσκεται 

στη θέση Σ µε xΣ=-
λλλλ
2222

.    

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2ο  
Από ύψος h=0,8m πάνω από την επιφάνεια του νερού µιας δεξαµενής που ηρεµεί 
αφήνουµε σφαιρίδια πολύ µικρών διαστάσεων µε τέτοιο ρυθµό ώστε, όταν το πρώτο 
από αυτά φτάνει στην επιφάνεια του νερού να αφήνεται το ένατο. Υποθέτουµε ότι το 
σηµείο πρόσκρουσης (Ο) των σφαιριδίων µε την επιφάνεια του νερού εκτελεί 
αρµονική ταλάντωση αρχίζοντας να ταλαντώνεται προς την αρνητική κατεύθυνση 
(V(O)<0) µε αποτέλεσµα να γίνεται πηγή παραγωγής εγκάρσιου αρµονικού κύµατος 

t= 7T
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στο οποίο η απόσταση ενός ''όρους'' από την µεθεπόµενη σε σχέση µε αυτό 
''κοιλάδα'' είναι d=0,15m. Το πλάτος του κύµατος το οποίο θεωρούµε ότι διαδίδεται 

χωρίς απώλειες ενέργειας είναι Α=2 210 m−⋅ .  
α. Να υπολογίσετε την ταχύτητα διάδοσης του κύµατος.  
β.  Θεωρούµε ως t=0 την χρονική στιγµή που αφήνεται η πρώτη η σφαίρα και ως 
x(O)=0 στη θέση (Ο) στην οποία προσκρούουν τα σφαιρίδια στο νερό, να γράψετε 
την εξίσωση της αποµάκρυνσης της αρµονικής ταλάντωσης που εκτελεί η θέση (Ο) 
σε συνάρτηση µε το χρόνο, y(O)=f(t) καθώς και την εξίσωση του αρµονικού κύµατος 
y=f(x,t) για  τα σηµεία που βρίσκονται στην ευθεία x'Ox και δεξιά της θέσης (Ο) 
(x>0). 
γ. Να σχεδιάσετε το στιγµιότυπο του κύµατος όταν : 
γ1. αφήνεται το πρώτο σφαιρίδιο. 
γ2. το πρώτο σφαιρίδιο φτάνει στην επιφάνεια του νερού.  
γ3. το πέµπτο κατά σειρά σφαιρίδιο φτάνει στην επιφάνεια του νερού. 
∆ίνεται g=10m/s2, η αντίσταση του αέρα θεωρείται αµελητέα. 
ΛΥΣΗ 
α. Το κάθε σφαιρίδιο εκτελεί ελεύθερη πτώση και ο χρόνος κίνησης του 
µέχρι να φτάσει στην επιφάνεια του νερού είναι: 

21 2h
h gt t t 0, 4s (1)

2 g
= ⇒ = ⇒ =  

Επειδή το 9o σφαιρίδιο αφήνεται τη στιγµή που το πρώτο φτάνει στην 
επιφάνεια του νερού, ο ρυθµός πτώσης σφαιριδίων άρα και 
προκαλούµενων διαταραχών στην θέση (Ο) είναι : 

(1)N 8
f f 20Hz (2)

t 0, 4
= = =⇒ . 

Αυτή είναι η συχνότητα της αρµονικής ταλάντωσης του σηµείου στην 
θέση (Ο), άρα και του παραγόµενου από αυτό αρµονικού κύµατος. Η 
απόσταση d ενός ''όρους'' από την µεθεπόµενη σε σχέση µε αυτό 

''κοιλάδα'' είναι 
3λ 2d

d λ = λ = 0,1m (3)
2 3

= ⇒⇒ .  

Η ταχύτητα διάδοσης υ του αρµονικού κύµατος είναι: υ
(2)

(3)
= λf υ = 2m/s (4)⇒ .  

β. Το σηµείο στη θέση (Ο) αρχίζει να ταλαντώνεται στη χρονική στιγµή t1=0,4s που 
το 1o σφαιρίδιο φτάνει στην επιφάνεια του νερού. Οι αρχικές συνθήκες της 
ταλάντωσης του είναι y(O)=0 και V(O)<0. Ο χρόνος ταλάντωσης του σηµείου στη θέση 
(Ο) κάποια χρονική στιγµή t (t>t1) είναι ∆t=t-t1 και η εξίσωση της αποµάκρυνσης του 
σηµείου (Ο) γράφεται: y(O)=Αηµ[ω(t-t1)+φ0] µε 0 ≤  φ0< 2π. Για t=0,4s προκύπτει:  
0=Αηµφ0⇒ηµφ0=0⇒φ0=0 ή φ0=π rad. Επειδή για t=0 ισχύει V(O)<0, επιλέγουµε 
φ0=π rad. Άρα η εξίσωση της αποµάκρυνσης της ταλάντωσης του σηµείου (Ο) είναι  

y(O)= 22 10−⋅  ηµ[ω(t-t1)+π] 
(1)

(2)
⇒   

y(O)= 22 10−⋅  ηµ[40π(t-0,4)+π] (S.I) (5)  µε t ≥  0,4s.  
Ας υποθέσουµε ότι ενδίδουµε στον ''πειρασµό'' να απλοποιήσουµε τη µορφή της (5), 

τότε η (5) γράφεται y(O)= 22 10−⋅  Αηµ(40πt-15π) (S.I) (5α) µε t ≥  0,4s. 

Παρατηρούµε ότι η (5α) για t=0,4s δίνει y(O)= 22 10−⋅  ηµπ, δηλαδή είναι συνεπής ως 
προς το ότι µας πληροφορεί σωστά για τη φορά ταλάντωσης του σηµείου (Ο) αλλά 
δεν δίνει αρχική φάση µέσα στα όρια 0 ≤  φ0< 2π. Επιχειρούµε να απλοποιήσουµε 

περισσότερο την (5α) και έχουµε: y(O)= - 22 10−⋅  Αηµ(15π-40πt) ⇒  
y(O)= - 22 10−⋅ ηµ(14π+π-40πt) ⇒  y(O)=- 22 10−⋅ ηµ(π-40πt)⇒  
y(O)= - 22 10−⋅ ηµ(40πt) ⇒  

(Ο) 

9ο  

1ο  

h 
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y(O)= 22 10−⋅ ηµ(40πt+π) (S.I) (5β) µε t ≥  0,4s. 

Η (5β) για t=0,4s δίνει : y(O)= 22 10−⋅ ηµ(17π) ⇒   y(O)= 22 10−⋅ ηµ(16π+π) ⇒   
y(O)= 22 10−⋅ ηµπ, δηλαδή η (5β) µε πληροφορεί  ότι το σηµείο στη θέση (Ο) τη 
στιγµή t=0,4s κινείται προς την αρνητική κατεύθυνση και µε ''παραπληροφορεί'' ότι 
ήδη έχει εκτελέσει 8 πλήρεις ταλαντώσεις που αντιστοιχούν σε µεταβολή της φάσης 
κατά 16π rad. Αυτό συµβαίνει γιατί η µαθηµατική επεξεργασία αλλοίωσε το χρόνο 
ταλάντωσης από (t-0,4)s σε t s.  
Τι γίνετε λοιπόν; 
Θα αγνοήσουµε την συνθήκη 0 ≤  φ0< 2π που είναι ο απλούστερος κοινός κώδικας 
επικοινωνίας και θα σεβαστούµε την φυσική πραγµατικότητα (εξίσωση (5α) ) ή θα 
''πειθαρχήσουµε'' στην συνθήκη 0 ≤  φ0< 2π ακυρώνοντας την φυσική 
πραγµατικότητα (εξίσωση (5β) ); 
Κατά την γνώµη µου "Και τούτο ποιείν κακείνο µη αφιέναι". ∆ηλαδή µένουµε στη 
θαυµάσια εξίσωση (5) µε τον απαραίτητο ορισµό του χρόνου t ≥  0,4s η οποία 
δηλώνει ότι η ταλάντωση της θέσης (Ο) (x(O)=0) αρχίζει τη χρονική στιγµή t1=0,4s 
και προς την αρνητική κατεύθυνση, έτσι και συνεπείς προς τη φυσική 
πραγµατικότητα είµαστε και τηρούµε τον κώδικα επικοινωνίας 0 ≤  φ0< 2π.  
Η εξίσωση του αρµονικού κύµατος που διαδίδεται προς τα δεξιά (x≥0)για κάποιο 
σηµείο που βρίσκεται δεξιά του σηµείου (Ο), µε βάση την (5) είναι: 

y= 22 10−⋅ ηµ
(4)x

40π (t - ) 0,4 π
υ

  
− + ⇒  

  
 y= 22 10−⋅ ηµ

x
40π(t - ) 16π+π

2

 
− ⇒ 

 
 

y= 22 10−⋅ ηµ
x

40π(t - ) 15π (S.I)
2

 
− 

 
   (6) µε t≥0,4s.  

Εύλογα θα ρωτήσει κάποιος "γιατί στην εξίσωση του αρµονικού κύµατος  (6) 
αποδεχόµαστε το -15 π rad ως ένα είδος αρχικής φάσης;". Η απάντηση εδώ είναι ότι 
το -15 π rad έχει προκύψει ως άθροισµα του -16 π rad που έχει να κάνει µε το ότι 
"µας επιβλήθηκε" εξ' υποθέσεως η αρχή των χρόνων t=0 να µην είναι η χρονική 
στιγµή που αρχίζει να ταλαντώνεται η θέση (Ο) και του π που έχει να κάνει µε τον 
τρόπο ταλάντωσης της θέσης (Ο) (x(O)=0) για την οποία ισχύει ότι για t=0,4s, V(O)<0. 
Οι πληροφορίες αυτές είναι απαραίτητο να δηλώνονται στην εξίσωση του αρµονικού 
κύµατος, ενώ η εξίσωση της αρµονικής ταλάντωσης του σηµείου (Ο) µε τη µορφή 
(5α) η οποία για t=0,4s δίνει τη σωστή τιµή φάσης στη θέση (Ο), φ(Ο)=π rad αν 
αποµονωθεί από τον περιορισµό t ≥  0,4s και χωρίς τις άλλες πληροφορίες που δίνει η  
(5) θα µπορούσε: 
α. Να µας "παραπληροφορεί" ότι η ταλάντωση του σηµείου (Ο) αρχίζει τη χρονική 
στιγµή t = 7,5 T =0,375s και προς τη θετική κατεύθυνση ή  
β. Να µας πληροφορεί ότι η ταλάντωση του σηµείου (Ο) αρχίζει τη χρονική στιγµή 
t=8T=0,4s προς την αρνητική κατεύθυνση, το οποίο και συµβαίνει.  
Η (5β) χωρίς τον περιορισµό t ≥  0,4s µας "παραπληροφορεί" ότι για t=0,4s η φάση 
του σηµείου (Ο) είναι φ(Ο)=16π+π rad δηλαδή ότι η θέση (Ο) έχει ήδη εκτελέσει 8 
πλήρεις ταλαντώσεις αρχίζοντας να ταλαντώνεται προς την αρνητική φορά.  
Επιλέγω λοιπόν να γράφω την εξίσωση της αποµάκρυνσης µιας αρµονικής 
ταλάντωσης µε τη µορφή y=Αηµ(ω∆t+φ0) όπου η παράµετρος ∆t εκφράζει το χρόνο 
ταλάντωσης ανεξάρτητα από το πότε ορίστηκε η αρχή των χρόνων (t=0) και η φ0 µε 
πληροφορεί για τις αρχικές συνθήκες της ταλάντωσης. 
 
 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 
Προφανώς πιο απλό σε φορµαλισµό και κοµψό σε φυσικό λογισµό θα ήταν να 
ορίσουµε ως αρχή τον χρόνο t'=0 τη στιγµή που αρχίζει να ταλαντώνεται το σηµείο 
(Ο) (απλά η εκφώνηση σκόπιµα άλλα "κελεύει") δηλαδή t'=t-4 µε t'≥0. Τότε η 
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εξίσωση ταλάντωσης του σηµείου (Ο) είναι: y(O)= 22 10−⋅ ηµ (40πt'+π) (S.I)  µε 

t'≥0 και αντίστοιχα η εξίσωση του αρµονικού κύµατος:  

y= 22 10−⋅ ηµ
x

40π(t' - ) π
2

 
+ 

 
 µε t'≥0. Τότε για t'=0,2s (t=0,6s) έχουµε: 

φ=
x

40π(t' - ) π
2

 
+ 

 

t ' 0,2s

π 40π 0,2 - 20πx π x 0,4m
=

⇒ = ⋅ + ⇒ =  και  

y(O)= 22 10−⋅ ηµ(9π)=0, V(O)=-Vmax. 
Οπότε σχεδιάζουµε το ζητούµενο στιγµιότυπο για τη χρονική στιγµή t'=0,2s δηλαδή 
τη χρονική στιγµή t=t'+0,4=0,6s.  
Τη διαδικασία αυτή αλλαγής της αρχής των χρόνων έχει εφαρµόσει στην πολύ ωραία 
ανάρτησή του για τη σύνθεση ταλαντώσεων της ίδιας συχνότητας ο συνάδελφος 
Νίκος Ανδρεάδης.  
 
γ. Η χρονική στιγµή που φθάνει στην επιφάνεια του νερού το 5ο κατά σειρά 
σφαιρίδιο είναι η t=0,4+4T=0,6sec (τα σφαιρίδια πέφτουν ανά Τ=0,05s), δηλαδή το 
σηµείο στη θέση (Ο) έχει χρόνο ταλάντωσης 4Τ=0,2s και το κύµα αναµένεται να έχει 
διαδοθεί σε µήκος 4λ=0,4m κατά µήκος της Οx.  

Πράγµατι από την έκφραση της φάσης: φ=40π
x

(t )
2

− -15π θέτοντας για t=0,6s, 

φ=π έχουµε: π=40π
x

(0,6 )
2

− -15π⇒π=24-20x-15π⇒π=9π-20xπ⇒  20xπ=8π⇒  

x=0,4m=4λ=16
λ

4
.  

Τα στιγµιότυπα του κύµατος τις χρονικές στιγµές t=0s, t=0,4s και t=0,6s που φθάνει 
στη θέση (Ο) το 5ο σφαιρίδιο αντίστοιχα είναι: 
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