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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

 
ΘΕΜΑ Α 
A1. Από το σχολικό βιβλίο, σελ. 111.  
A2. Από το σχολικό βιβλίο, σελ. 104. 
Α3. Από το σχολικό βιβλίο, σελ. 128. 
Α4.  α) Λάθος  

β) Λάθος 
γ) Λάθος 
δ) Σωστό 
ε) Σωστό 
 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 
2x

x

4-e
Dgoh={x Dh και h(x) Dg}={x (0,+ ) και R}=(0,+ )

e
       

22lnx lnx 2

lnx

4-e 4-e 4-x
f(x)=(goh)(x)= = = , x>0

x xe
 

 

Β2. i) 
2 2 2

2 2

-2x -4+x x 4
f'(x)= =- <0

x x
  άρα f γνησίως φθίνουσα στο (0,+ ) . 

 

ii) 

24-e f γνησίως 02 2 2 φθίνουσαπ

2

4-π π 4-π 4-e
f(π)<f(e) π>e

e π e4-e



      ισχύει 

 

Β3) 
2

2

x 0 x 0 x 0

4-x 1
lim f(x)= lim = lim[(4-x ) ]=+

x x     
  

 
Άρα η x=0 κατακόρυφη ασύμπτωτη.  
 

2

2x x

f(x) 4-x
lim = lim 1

x x 
   

2

x x x

4-x 4
lim (f(x)+x) lim ( x) lim 0

x x  
     

Άρα η y =-x πλάγια ασύμπτωτη στο  .  
 

Β4) 
2 2

x x x

4-x -x
lim = lim = lim -x=-

x x  
  

 
2 2συν(1+x ) 1 1 συν(1+x ) 1

f(x) f(x) f(x) f(x) f(x)
      

 

x

1
lim =0

f(x)
 και 

x

1
lim =0

f(x)
  άρα από Κριτήριο Παρεμβολής 

2

x

συν(1+x )
lim =0

f(x)
. 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 
3

2

1
x( +α)dx=1

x  

23 3
22

αx 9α 5α 5α
(1+αx)dx=1 [x+ ] 1 3 (2 2α) 1 1 1 0

2 2 2 2
             άρα α=0. 

 

Γ2. Για x<1: 
2 2

x 1 x 1 x 1 x 1

f(x)-f(1) x -3x+3-1 x -3x+2 (x-1)(x-2)
lim = lim lim lim 1

x-1 x-1 x-1 (x-1)      
     

Για x>1: 
x 1 x 1 x 1 x 1

1 1-x
1f(x)-f(1) 1x xlim = lim lim lim 1

(1-x)x-1 x-1 x-
x

      


     .  

Άρα f παραλληλόγραμμη στο x0=1 και f’(1)=-1.  
 
ii) (ε): y-f(1)=f'(1)(x-1)  
y-1=-1(x-1)  
y-1=-x+1  
y=-x+2  

ολ=f'(1)=-1=εφω, άρα ω=135  
 
Γ3. Για x<1: f'(x)=2x-3<0  
άρα f γνησίως φθίνουσα στο (-  ,1]. 
 

Για x>1: 
2

1
f'(x)=- <0

x
 

άρα f γνησίως φθίνουσα στο [1,+  ). 
 
Η f είναι συνεχής στο x0=1 αφού είναι παραγωγίσιμη στο x0=1 άρα f γνησίως φθίνουσα 
στο R οπότε f:”1-1”. 
 

1

x

Δ =(- ,1]
f(Δ1)=[f(1), lim f(x)]=[1,+ )

f γνησίως φθίνουσα 

 
 


 

2 2

x x
lim (x -3x+3) lim x
 

    

 

2
2 x x 1

Δ =(1,+ )
f(Δ )=( lim f(x),lim f(x))=(0,1)

f γνησίως φθίνουσα  

 



 

x

1
lim =0

x
 

Άρα Σύνολο τιμών=[1, ) (0,1) (0, )    . 
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Γ4. y=-x+2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

e e e
11 1

1 1 1 1 1 1
E= f(x)dx-(ΑΒΓ)= dx- [lnx] 1 0 τ.μ

x 2 2 2 2


        

 
 
ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Θέτω 
x 1

f(x)-2x
h(x)= ,  x 1  και  limh(x) R

x-1 
    

Έχω: f(x)=x-1)h(x)+2x  

x 1 x 1
lim f(x) lim((x-1)h(x)+2x)=0 2=2
 

    

Η f συνεχής στο 1 άρα 
x 1
lim f(x) f(1) f(1) 2


    

f(1) 2 ln1-1+κ=2 κ=3    
 

Δ2. Η f είναι παραγωγίσιμη στο (0,2) και 
2

2 2

1 1 x +x-2
f'(x)= + =

x-2 x x (x-2)
 

 
x       0       1        2 

f’(x)  + -  

f(x)  
  

 

 
 

x 0 x 2
lim f(x) , lim f(x)

  
     

Άρα η f συνεχής στο (0,1] και γνησίως αύξουσα άρα f((0,1])=(- ,2] 
Το 0 ( ,2]   άρα η f έχει ρίζα x1(0,1) μοναδική επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα.  
Όμοια η f συνεχής στο [0,2) και γνησίως φθίνουσα άρα f([1,2))= 

x 2
( lim f(x),f(1))=( ,2)


   

Όμοια η f έχει ρίζα x(1,2) μοναδική  
Άρα η f έχει ακριβώς δύο ρίζες.  

1 5
f( =ln )>0

3 3
 άρα η ρίζα x1

1
(0, )

3
  δηλαδή x1<

1
3

. 

 

Δ3. Για την f στο διάστημα [x1, 
1
3

] εφαρμόζουμε το θεώρημα της μέσης τιμής.  

x 0 1 2 
y 2 1 0 

0 

y 

y’ 

x’ x 0 

1 

2 

1 2 B Γ 

Α 

(ε) 

Cf 

  
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Η f συνεχής σε [x1, 
1
3

]. 

Η f παραγωγίσιμη σε (x1, 
1
3

).  

Άρα υπάρχει ξ(x1, 
1
3

) (0,1)  και 
1

1
1

1 1
f( )-f(x ) 3f( )

3 3f'(ξ)= f'(ξ)=
1 1-3x-x
3

 . 

2ος τρόπος λύσης: 

2

1 1
f'(x)= +

x-2 x
, x (0,1)  

2 3 2 3

-1 2 1 2
f''(x)= - =-( + )<0

(x-2) x (x-2) x
 για x (0,1) . 

Άρα η f’ είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,1) και συνεχής άρα το σύνολο τιμών 

- +x 1 x 0
f'((0,1))=( lim f(x),limf(x) )=(0,+ )

 
   

ο αριθμός 
1

1 1

1 1 5
3f( ) f( ) ln

3 3 3= 0
1 11-3x -x x
3 3

 


 επειδή 
1 1

1 1
x < -x >0

3 3
  και 5

ln 0
3
 . 

Άρα ο αριθμός 
1

1
3f( )

3 (0, )
1-3x

  (σύνολο τιμών) άρα υπάρχει 
1

1
3f( )

3ξ (0,1) : f'(ξ)
1-3x

   

 
 
Δ4. i) Ισχύει: F(x)=G(x)+C,  x (0,2)  
Για x=x1: 1 1 1F(x )=G(x)+C 0=G(x )+C , G(x ) -C    
Για x=x2: 2 2 2F(x )=G(x )+C F(x )=C  
Άρα: 2 1F(x )+G(x )=C-C=0  
 
ii) 1 2 1 2 1 2 1 2x F(x)+x G(x)=x x -2x x F(x) x G(x) x x 2x=0       
Έστω 1 2 1 2Φ(x)=x F(x)+x G(x)-x -x +2x  
Η Φ συνεχής στο [x1,x2] 

1 1 1 2 1 1 2 1Φ(x )=x F(x )+x G(x )-x -x +2x   

2 1 1 2 2 2 1 2x G(x ) x -x x F(x )+x -x    

2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 2 1Φ(x )=x F(x )+x G(x ) x x 2x x F(x ) x x       
Θα δείξω ότι F(x2)>0.  
 
Η f συνεχής και γνησίως αύξουσα στο [x1,1] άρα f([x1,1])=[f(x1,f(1)]=[0,2] 
Όμοια η f γνησίως φθίνουσα στο [1,x2] άρα f([1,x2])=[f(x2),f(1)]=[0,2] 
 
Άρα f(x) 0 για κάθε x 1 2[x , x ]  και δεν είναι παντού f(x)=0.  
 

Άρα 2
2

1
1

x x
x 2 1 2 1 2x

f(x)dx>0 [F(x)] 0 F(x )-F(x ) 0 F(x )>F(x ) F(x )>0       
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Άρα 1 2 1 2 1Φ(x )=-(x F(x )+(x -x ))<0  

2 1 2 2 1Φ(x )=x F(x )+x -x >0  

1 2Φ(x ) Φ(x )<0  άρα από Θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον 

0 1 2 0x (x ,x ):Φ(x )=0  
 

1 2 1 2Φ'(x)=x f(x)+x f(x)+2=f(x)(x +x )+2>0  για κάθε 1 2x (x ,x ) .  
Η Φ γνησίως αύξουσα άρα η ρίζα μοναδική.  
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